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1 CONSIDERACIONES GENERALES 
1.1. - EL ENSAYO DE 'l'RACCION 
El m~todo más extendido para la determinaci6n del 
m6dulo de YOUNG es la construcci6n del diagrama tensi6n-
deformaci6n del material en estudio. Por ser sumamente ins 
truct:ivo vamos a analizar lo que sucede cuando, en una pren 
sa de ensayo, colocamos una probeta de acero. Si N es el -
esfuerzo aplicado·· y Ao la secci6n inicial de la probeta, la 
tensi6n que manejaremos es <r= N/Ao. Respecto a la defor.ma-
ci6n unitaria E = L/Lo se establece con los alargamientos 
que se miden y la longltud inicial entre dos marcas suficie,!! 
temente lejanas de las mordazas para evitar su influencia. 
Durante la etapa hookeana el grAfico resulta ser li-
neal hasta un valor CTp l!mite de proporcionalidad, a partir 
- del ~e la rama se incurva. -En- ei intervalo comprendido en-
tre O"'= O y (j = ~ . cualquier descarga de la máquina se 
produce por la lín~ inicial, cosa que no sucede cuando se 
sobrepasa O'"e: por ello a esta tensi6n se la denomina lími-
te-elAstico y se dice que entre O y ~ el cuerpo está~ 
fase el!stica, (esto es, recuperá la. forma inicial al des-
cargarse). 
Sobrepasado CTe se produce una serie de fluctuacio 
nes que revelan una 1adaptaci6n de la estructura del material 
y, de nuevo, una rama curva. Pero ahora algo ha cambiado: 
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Considt:raciones generales 
al descargar la probeta no se ~ve por el camino de 
llegada o diagrama noval, sino que la descarga se reali 
za por una Ifnea AB- prlcticamente paralela a la rama hoo 
keana que se incurva ligeramente en A. Se dice que el -
cuerpo se encuentra en fase Pl4stica. 
El resultado es que pese a haber- cie~car~do la 
- pro~ta permanece una deformaci6n OB -a la que' l:"l~ 
mos Lr_ deformaci6n remanente. 
La deformaci6n total de cualquier punto A de la 
zona pl&tica se compone, pues, de dos sumandos: una 
deformaci6n ~e se rec&pera ~e_6.deformaci6n elástica 
y la citada ~r· - · 
Si se repite desde B la cJlrga de la probeta, se 
recorre la J:"ama BA y se aapalma, hasta e,_ con el diagr!. 
lila noval. 
En los cuerpos con acritud o endurecimiento por 
deformaci6n plástica f!sto implica un -desplazamiento ha-
cia arriba del diagrama. Es decir, :pOr un estirado pre-
vio se consigue aumentar el valor de (fe al esfuerzo en 
cuesti6n (a costa, naturalmente, de una'c reducci6n eri la 
distancia a la rotura) pero simul t4neamente, el valor de 
la-<re de signo contrario di_Diriuye. Es el llamado efec-
to aauschinger. El valor de v-e depende entonces de la 
historia de la probeta; y complica bastante el desarro-
llo de los cálculos. 
En otros cuerpos ~1 resultado puede se_r distinto, 
pero en l!neas generales el comportamiento es análogo. 
Con objeto de crear un lenguaje se han ideado una serie 
de diagramas que representar1an el funcionamiento de 
· cuerpás ideales. 
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Consideraciones generales 
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Consideraciones generales 
Algunos de ellos se representan en la Fig. 2. 
Al llegar al punto e se prod~ce_la rotura de la 
probeta. Previament~ se observa la apar.:k:i6n,~de un estre 
chamient6 o estricci6n que puede interpretarse cOmo &n -
fen6meno de inestabilidad. · 
A d (AL) +(Lo +A.L) ~=o 
dt dE, 
dA -A d (AL) 
-= 
d( Lo +4,L d~ 
Como (= ~L d~ d (AL) dA -ALo -A y-= 
Lo Lo -d L0 +AL 1 +~ 
La fuerza que actda en cada instante es, por definición, 
N=At::r 
dN 
-= 
dE 
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d<F" cr todo un incr aaentó de l esta pravo-Si > cado por 'el correspondiente dN. ·Da dE 1 +8 situaci6n es estable. 
e_: 
~ <T se puede producir un incremento ~ Si < au~e disminuya d.N. La situaci6n dé 1 +€ es nestable 
y si por cualquier causa (un defecto local, por ejemplo), 
una s ecci6n de la barra disminuye de secci6n m4s r4pida-
mente qQe las vecinas, continuara el.proceso indefinida-· 
mente provocando la estricci6n. 
Si se dibuja el diagrama real t:f - e , . con ([ =: N/A, (d CT /d E) es- la pendiente· de la tangente a 
la m~sma. 
Trazando desde el punto A (- lJO) la tangente al 
diagrama se obtiene P, punto crítico que separa las zonas 
de estabilidad. 
La ordenada en el origen dé la tangente en el 
punto crítico representa la.m!xima resistencia a tracci6n 
del material definida segdn Fig. l. 
Como OB cr N N N • = ---= Ú 1AL > t +E A (1 + t ) A 
..!_e L • .f.Aln Lo Lo 
0.8 N 
Ao 
El criterio para definir f. es el de CAUCBY. Pero 
si a partir de un Lo se produce un AL y € = AL/Lo, 
la_ nueva longitud es Lo + A L. y frente a un nuevo AL, e debería ser, t! = L/ (Lo + A L)" en lugar de 
~L/L0 • Si desarrollamos en serie· 
Consideraciones generales 
Ea!! f+ 'fJ: ~{t- ~., ... J .. e!: (e)! .... 
Si ~e· es. muy pequeño podemos quedarnos con 
s61o el primer· t'rmino sin grave error. Pero si las de-
formaciones ·son finita~, no infini tes fiQales, HENCKY OP!! 
·ra:de la siguiente manera: el alargamiento del trozo. de 
longitud x es dx/x. Si la longitud inicial es 10 y la final 1, el alargamiento total es · 
'l e~¡~. ~1..~~1io~4'C'). e!J.&c'+······ ~ t. l. -8 
. r. . 
que coincide con el anterior para deformaciones pequeñas. 
Si hay dos procesos de carga -
e'!, '- !! .: f; ~ .§_ !LJ~ ~ .! ., ~ !t.. .z ~ •.,. ~ "' d /0 t1 1. (, l. 
las deformaciones de BENCKY forman grupo. A veces se lla-
man deformaciones racionales. 
P~adiremos finalmente que el di~grama completo de 
be reflejar tambi~ el comportamiento frente a las compr~ 
siones. 
En el acero la simetría es perfecta. Rero no suce 
de lo mismo con las rocas o el hormigón, por ejemplo, en-
los que la resistencia a tracción es·muy inferior a la 
resistencia a compresión. · 
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1. 2. - RELAJACION Y PLOENCXA 
EJl el apartado anterio~ hemos expuesto los resul-
tados que se obtieuen con ensayos rápidos en los que el 
tiempo no influy~. 
Al hacerlo interveDir la representaci6n adecuaC!a 
, ser1a tridimensional <er, E~ t ) . Para simplificar lá re-
presentaci6n y aislar los conceptos fundamentales vamos 
a mantener constante alguno de los valores cr 6 ~ con 
lo que recaeremos en un ~iagrama bidimensional. 
En primer lugar vamos a imaginar un ensayo de re 
laj aci6n que ~orresponde a longitud constante. SupongamOs 
una serie de hilos de acero de las Ddsmas características 
tendidos entre dos placas rtgidas con diferentes tensio-
nes O"., >Gi.> ....... )'o;.. Si Cl4• O" rotura, se producirá el co-
lapso instantáneo del alambre. Los otros irán rompiendo 
en instantes sucesivos t """"a. < . - t . 
a ~-~-s ····" " 
El resultado es la curva de la figura. 
El fen6meDO concreto que acabamos de narrar reci-
be el ·nombre de cansancio y, en general, relajaci6n,presen 
tándose en· todos los materiales. Si se produce en tn una -
descarga hasta un alargamiento nulo por aplicaci6n de una 
tensi6n de signo contrario el proceso se inviert~. En las 
barras de nuestro ensayo concreto aparece una asintota en 
a-• que representa el límite Ddnimo de p~rdida de resis-
tencia por efecto del f.iempo. 
Un ensayo de fluencia es más fácil de imaginar. 
En este caso el proceso es a tensi6n constante. Como el 
!rea varía es preciso imaginar dispositivos especiales. 
Muy ingenioso es el aparato de ARDRADE~ pensado para trae 
ci6n constante. A medida que una pesa se hunde por el -
alargamiento de la barra, el empuje hidrodinámico disminu• 
ye su acci6n y·la tracci6n permanece constante. 
An!logo e~ el aparato de GRIGGsZ>en que la presi6n 
permanece cons.tante gracias al JK)Vimiento de UDOS émbolos • 
Si se trabaja a carga constante el diagrama no es 
exacto pero el fen6meno es el lllismo • 
1) The visco~ flow in metals. Proc. Roy. Soc. A 84 (~911) 
2) Creep of rocks. Journ. of. Geology. 1939 
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Consideraciones generales 
Imaginemos una probeta de hormig6n entre los pla-
tos de una prensa con carga constante. Si medimos los 
acortamientos la_ gráfica que se obtiene es la de la figu-
ra. La asintota corresponde a 3 veces la deformaci6n ins-
tantánea. Si en un ionstante T se produce la descarga se 
recupera inmediatamente la deformaci6n elástica y luego 
se eDCuentra una -rama que tiende al valor ~ r de la de-
formaci6n remanente. Los cuerpos para los que se presenta 
asintota se llaman de elasticida&lc retardada. En general 
puede no existir. · 
cuando se habla, por tant-a, de deformaci6n es pre-
ciso recordar que existeJl en cualquier instante, tres com-
ponentes: 
L" > e, la deformaci6n elástica ~. ·) deformaci6n instan-
. ) t4nea. la deformaci6n remanente E.,. . ) 
la deformac~6n de fluencia Ef · . 
f:a(~+Er)+~.r a .!t,+E~ 
Por ~llo, un diaqrama U"• E coíupleto debe estar 
compuesto por varias curvas que serían las líneas de ni-
vel para tiempos determdnados. 
Como ~jempJ_o incl.uímos las curvas que para el ca-
so del hormig6n propone la norma española. 
La ~resencia del tiempo complica así los diaqra-
mas de los cuerpos ideales que presentamos antes comple-
tandolos en su comportaadento viscoso. 
Se hablara así de cuerpos e.l4sticos, elastopl4sti-
cos, viscoel!sticos, viscoela&topllsticos, etc. 
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Consideraciones generales 
1. 3. - CRITERIOS DE RESISTENCIA EQUIVALENTE 
Si se desea conocer la resistencia de un material 
a una deter.miada solicitaci6n será preciso ensayar el 
elemento de vol~en con ella. En determinados casos se 
han realizado en&ayos planos con tubos y ensayos triaxia-
les. 
Por ejemplo, mediante la aplicaci6n de un par toz--
sor a un tubo delgado se puede ensayar el comportamiento 
frente a la tensi6n tangencial. Si adem~s se añade una 
tracci6n se consigue un' estado plano bastante general, 
que se mejora si se añade presi6n interna· (Lode) • 
En la Universidad de BARVARD, el prelftio nobel P.W. 
BRXDGMAN. (Tamb16n BECKER (1916) realiz6 experiencias anS-
l99as) demostr6 experimentalmente que un estado hidrostá-
tico de t~nsiones no afecta a la fluencia del material. 
Un ejemplo práctico lo presentan las rocas a gran 
profundidad que, pese a las grandes presiones, a que se 
encuentran sometid!lls, no fluyen. El test de KARMAN (1912) 
s~ puede realizar 1introduciendo en un bloque rígido (vg. 
de acero) un cilindro del material a ensayar. :;, 
Si la cavidad se rellena con aceite la probeta ve 
constreñida su dilataci6n transversal y se encuentra some-
tida a un estado complejo. 
En el estudio de las propiedades mecánicas de los 
suelos se utiliza el ensayo triaxial. El suelo se coloca 
en una membrana sobre la que se ejerce una presi6n.regula 
ble ~3• El suelo se comprime-mediante un pist6n que pro-
voca la'presi6n .crl, que aumenta progresivamente hasta 
producir la rotura. · 
La llave 2 permite ~enar la probeta para que no 
s~ falseen los resultados. 
Un ensayo de tritracci6n es difícil de realizar. 
JOFFE, sin embargo, ha c:::onsequido una prueba muy ingeniosa 
con una esfera de mármol. Enfriándola hasta la temperatura 
del aire líquido lentamente consigui6 dejarla sin tensio-
nes. Al exponerla ~ruscamente a la temperatura ambiente 
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. Conaid~raciones generales 
La dilataci6n de las capas exteriores coloca al centro 
en tritracci6n:· Mediante los cálculos adecuados consiqui6 
al centro en tr itracci6n. Mediélnte los cálculos adecuados 
consigui6 probar que el centro se encontraba sometido a 
valores superiores a los de rotura. en el ensayo de trac-
ci6n. 
Todos los experimentos citados son costosos y d1,-
ftciles. Por ello, serta del máximo inter~s.consequir -
criterios que estableciesen la situaci6n monoaxil corres 
pondiente a cualquier solicitaci6n. Con ello se podr!a -
predecir la rotura o la fluencia con base en el ensayo 
de tracci6n que es standard~ barato y rápido. 
( . 
Estos criterios se conocen con el nombre de hi-
p6tesis de r•istenc1a y vamos a expÓnerlos pese a que 
algunos s6lo tienen inter's hist6rico. 
- El primero Ín el tiPJPO es el de la m4xima ten-
si6n normal (RANKINE y LAME2). Se limi.ta a suponer que 
la rotura· se produce cuando la mayor tensi6n alcanza el 
valor correspondiente al ensayo de tracci6n. En un dia-
grama e Oj J Gil j ~-\ las co~iciones son 
J o¡J~o;. ; l0j¡l..5a;. ; J<zl.scrr 
Para ver su falsedAd basta comprobar con el circulo de 
MOBR para el estado A. Si fuera cierto un cuerpo sería 
capaz de alcanzar una rm4x = <:rr· Pero la experiencia 
demuestra que no es as!; en el acero vq. C"máx ~ 0'6CJi. 
r. Por otro lado no parece 16qica la igualdad de re-
sultados p~ra tres situaciones tan-aiferentes como las 
A, B y C. 
El segundo criterio es el de la mhima deforma-
ci6n CSAINT-VENART3 y POHCELE'l'4) • se adn\ite que se prodú-
ce-ra plastificaci6n cuando la máxima deformaci6n princi 
· pal es igual a la del ensayo de tracci6n. -
En éste 
1) Manual of applied mechanics. 1858 
2) Lesons sur la th'orie math~matique de L'elasticit~ 
des corps solides. 1852. 
3) COmptes Rendus 70 (1870) y. Journal de Mathématiques 
=>16 (1871) 
4) Introduction á la M~canique Industrielle, phisique 
et experimentale. (1839). 
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UN EAS LÜDERS - HARfMAN EN EL ENSAYO lE TRACCION 
CRITERIO DE TRESCA Y GUEST CRITERIO DE BELTRAMI Y HAIG 
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En un estado plano, con <1]¡-0 
f:¡at(~ -~40& 
ex="t-Coz+csl ~oe 
e ... i- (e¡, -Jo'<&> ~oe 
Es decir, en eT diagrama (O".sjeJil) las 
r.• o;-,<lja-CJC ~o 
. t;: cr .... J><; ~a; ~o 
~= -J)o;-J>Cr.-<i ~o 
.Nuevamente, en el punto A, con 0: •-C!E se· obtiene 
. .'1 
Q".., = Jrs... r:., •. (SI P•IÁ 1 oz.a o 1BQ&) 
... . ... , 
_ En ei--ensayoj de tracci6n aparecen, en el momento 
de la flueneíª,_unas lineas a 45° que reflejan la reorde 
naci6n del material. Estas lineas de L'OEDER o HATMANN, -
han hecho pensar en la posibilidad de rotura por cortante. 
Es decir, que lo que gobierne la fluencia sea la Cmx• 
El criterio de la m~xíma tensi6n tangencial (TRESCA1, · 
GUEST2) ,. establee e pues 
ICii~Oill~~; lo¡~~~~ ; IOj;,Oj¡l~~ 
que es un cilindro cuya traza. en el plano (CJi <:ir) es el 
ex~gono que se indica. 
En el punto A obtenemos 
c...-=o~<Jé 
Adem4s no queda limitado lel estado de tr·acci6n triple. 
Aprovechando el estudio energ~tico se puede pen-
sar que la fluencia se produce cuando la energ1a elásti-
ca sea la exhibida por el material eri el ensayo de trac-
ci~n y en el momento de fluéncia. E~ el criterio de 
BELTRAMI~ y HAIG4. J 
1) Memoires par divers savants: tt 18 (1868) y 20 (1872 
2) On the strength of ductil e mater ials under combined 
stress. Phil. Mag. (S) SO¡ (1900). 
3) Math. Annalen (1903) P. 94. 
4) Brit. Assoc. Rep. Pag. 486. (1919). Pag. 324 (1921) y 
Pag. 358 (1923). 
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COMPARACION DE LOS CRITERIOS DE LA MAXIMA TENSION CORTANTE 
Y LA ENERGIA DE DISTORSfON 
PROVECCION AXONOMETRICA DE LOS CRITERIOS DE 
COULOMB (Linea llena) 
TRESCA (Lineo. de trazosl 
MISES (Circulo) 
Considerac;iones generales 
El criterio es 
rfff-~rF -1 f!il)-2 J) {q¡.t¡.-.tcr~ +t¡ $7) ~<Te 
ya traza en el plano ( <Tz ; <ir J es la el ip-elipsoide 
se 2. a . ~ ~ +<Ta +2, uzo¡,. &ve-
Si se hace 
se obtiene que la r máx en tracci6n sencilla debe ser infe-
rior a la mitad de Qre lo cual se separa de la realidad • 
. 
Queda ademAs en contra la limitaci6n del estado 
hidrostSt ico. 
Finalmente si, de acuerdo con los ensayos de BRIDG-
MANN, pensamos que la componente esfkica no influye en la 
fluencia la condici6n es la igualaci6n de la energta de 
distorsi6n¡ es el criterio de VON MISEsl y HECKY2 
u.t.. -'- [cr&--"if.,. (rf~v;;t-# (u¡,-vzfJ $!!t.. 
a~ z~ 
~~ ~.,o¡,z-~§--tJ6r-Hr 1 $ oe 
ecuaci6n de un cilindro, de eje la dir~triz del-triedro, 
que envuelve al cilindro de TRESCA. 
En el caso de no referirese a los ejes principales 
fcr~~{l{o;-!7i~-"" .. 3~~-;~ ... ~J • $oe 
Para esfuerzo cortante puro 
efi.oe ; r.,.- ~-o~ e¡ 
Este criterio tampoco limita el estado de tracci6n 
is6tr9pa. BUBER ha superado esta dificultad adoptando el 
criterio de',BELTRAMI siempre que se tenga u:.,.rr..+V:. >O: 
. . - 1 '1/ 111 i! 
~) Mechanik der festen Jterper 1m plastich-deformablen zus-
tand. Nacbr. Nachr. Kgl. Ges .. Wiss. Gettingen. Math-
physik. Klasse (1913) • · ' 
2) .Ver Nadai: Plasticity (1931). 
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Co..nsider~iones generales 
l. 4. CRITERIOS FENOMENOLOGICOS 
Imaginemos el ensayo triaxial de un suelo, o el 
an'lisis de un metal por el m6todo- de BRICE-CAQUOT (1928) 
En el diaqráma Co; ~)de MBOR, y como :Por ~s.imet~ta 
<Ji•<Ji& solo se representa un círculo. Si mqnteniendo-
constante la presi6n del aceite se aumenta 0Z , se van 
obteniendo ctrculos sucesivos. Al alcanzar un cierto va-
lor t:r; la probera ranpe. Repitiendo el ensayo podemos 
dibujar una serie de ctrculos que corresponden al estado 
11:mite de rotura y, en defin¡!tiva, pensar en la existen-
cia de una curva envolventé de todos ellos a la que lla-
maremos curva intr1.nseca de MOHRl (Se puede establecer 
otra similar para _los estados de fluencia). CUalquier es-
tado de rotura debe ser tangente a esta ltnea y c~alquier 
otro, interior. Como-el circulo mAs peligroso es el(~~) 
resulta que la C2_ no interviene prácticamente en la rotu-
ra..-
La evidmcia de la existencia de la curva intrín-
seca es meramente exper~ental. En las figuras adjuntas 
damos una serie de resultados para distintos cuerpos. 
Ya en_ 1773 ~ COULOMB2. propusi,.c¡pe' para suelos se 
tanase una ley r:: c+l"tT-UJf#.'l' -
donde e representa.la presi~n de corte remanente a tensi6r 
nula o cohesi6n, f' el ángulo de rozamiento del terreno , 
iu la presiOn intersticial o p:i:esi6n producida por la car-
ga de agua contenida en el suelo. 
Esta ley es una curva intrtnseca formada por dos 
rectas de pendiente 'f1 ordenada en el Qrigen c •. 
Una representaci6n muy interesan-te ha .sido suge-
rida por GOGUEL y LAMBEl (1964). 
En lugar de dibuj~ la curva intrínseca, se lleva 
en cada ¡unto de abscisa(v¡-...ct11)J2 el valor del radio ccr,-v..al/~ del c!rculo de rotura, 
1) Abhanlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik 
' (Ernst. 1914) y Zeit. ver. Deut. Ing. (1900). 
2) Mem. de Math. et de Phys. Acad. Roy. Scien. 1773. 
3) Methods afestimating settlement1 Journ. Soil. Mech. · 
ASCE Sept. -1964. 
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Consideraciones generales 
Se consique así una nube de puntos entre los 
que se puede interpolar facilmente una recta. Veamos 
como se pueden relacionar ambas representaciones en el 
caso de curva intrínseca de COULOMB. Evidentemente 
f1! ~ 0: ,. f112.~ .r-'f + e . en 'f 
Pero si la ecuaci6n de la recta interpolada es 
ot;O'·: c:l + o:; ~lit.~ 't' 
· identificando se obtiene 
c:l = c. u-;) 'P l 
t,'t'· ~ 'f l 
Existen otras representaciones que ti~~en en 
cuenta ~.presencia de la tensi6n intermedia, como es 
la de ROSCOE y SCHOFIELD (1958) en que las coordenadas 
son CJi .. .2CJír "1 (j% ._ ~~ 
3 ~ 3 
o sea los dos primeros invariantes ·si 
CAQUOT~ ha demostrado que la curva intr!nseca 
puede representarse por expresiones del tipo 
· 4<1 a.u-rb~ zc4Z 
donde b:! 2: siendo 2; la ordenada en el oriqen 
y -12. • a; la resistencia a tracci~n -hidrost4tica. 
a. 
En los materiales frágiles o;,<< Z'0 y el 
círculo de com~resi6n simple tiene un radio de unas 20 
veces el de tracci6n simple. 
En los materiales d<ict:f.les O"'o ~ ..,OZ"o y l.as 
resistencias a traccidn y compres16n son casi iquales 
estando 2 ~ comprendido entre ellas. 
La curva intrínseca explica la mejora de resis-
tencia de los bloques de má~ol en el ensayo de KARMAN. 
1) Cours de resistence des materiaux (Ecole de Ponts 
et Chausees) 1924-25. 
Consideraciones generales 
En el ensayo qe compresi6n se alcanza con ~ 
la rotura. 
con la presi6n del aceite el .círculo e pasa a 
ser e• y para llegar a rotura es preciso llegar a ~ 2 Como orden de ideas diremos que ~- -és de_ unos 820 l<qs/c:ur 
y ~ de 13.000 Kgs./cm2 (variable segiín ~ -n~ralme~ 
te). 
Observase que la teoría de la línea de resisten 
cia intrínseca est4 basada en los resultados de ensayos 
complementados con un mínimo de suposiciones; a saber , 
1) que el estado ,límite no depende de ~ 
2) que la envolvente de los círculos·de MOHR es 
dnica. 
El dibujo se suele realiza~ con tres ensayos: 
·compres16n, tracc16n y cortante (este dltimo con un tu-
bo sometido a torsi6n), y se aproxima la envolvente con 
tangentes. 
Veamo.s una aplicac16n de la linea de MOHR para 
determinar el. e~tado equivalente, en el supuesto de 11-
nea recta. Sean ~ 1 Ojr las que definan el estado dado 
y supongamos que se incrementan proporcionalmente, basta 
unos valores de rotura . • * 
o1 = n Q",¡. ; Vz .. ")'\ <:r..m. 
En virtud de la proporcionalidad OA es tangente 
en B a este círculo y por ello * * 
l>& •!:- ~- ql c.' E s ~ +Oiu fJ' 
y como 
Si 
2 ¿ 2. 2 
o-' 
+z-
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LEY DE COUlOMB REPRESENTACION, DE GOGUEL Y LAMSE 
d =e cos 'f 
tg'f' = S~ Cf' 
INTERPRETACION O 
ENSAYO DE KARMAN. 
' .-... r.. 
"1 +"In 
2 
ij'"eq = Ql- K <Tj11 ; K ~ 
q-. resistencia a tracción 
g-1• resistencia a compresión 
Consideraciones generales 
La principal 1Lmitaci6n del criterio se refiere 
a la generalmente inexacta determinaci6n de la zona de 
tracci6n. 
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2 ECUACIONES REOLOGICAS 
2.1. ECUACION DE ESTADO 
26 
La reolog!a se preocupa del estudio de la relaci6n en 
tre los tensores de esfuerzos, deformaciones y velocidades.-
Si l!amamos: ~¡ j E 'cj 
a los tensores de tensiones, deformaciones y velocidades de 
defomraci6n respectivamente, llamaremos ecuaci6n reol6g'i"Ca 
de estado a toda expresi6n del tipo 
R(<r~;e~; e!J).#o 
Una ecuaci6n que se ocurre inmediatamente es ~ .... o 
"1 
Si todas las componentes de deformaci6n son nulas, nos 
encontramos ante el cuerpg r!qido de la mec,nica racional. 
Es costumbre denominar a cada Cllerpo por el nombre 
del primer (o mas significado) investig~or que lo ha estu-
diado. Por ello, al cuerpo representado por la ecuaci6n an-
terior se le llama cuerpo de EUCLIDES. 
Se puede demostrar (v4ase vg.: la obrita de REINER) 
que en la ecuaci6n de estado se encuentran contenidas las 
del movimiento mas general posible. 
Otra ecuaci6n inmediata es la de los líquidos incom-
presibles o cuerpo de PASCAL. Evidentemente: 
J. = g • . ou + o-., + ~ .a o 
1 0 X c;q t)¡z 
Ecuaciones reológicaa 
Ad-'a el ltquido s6lo resiste un estado hidrost4tico de 
presiones por lo que habr& que añadir: 
. o ti 
Gj¡:t ~ ~ ~· • fjo •-f> t1¡¡ 
En resumen el l!quido de PASCAL se caracteriza 
por: 
Todos los cuerpos reales se·sitiían entre estos 
extremos, y vamos a intentar constru!r las ecuaciones reo 
16gicas a partir de las mas familiares. 
2. 2. CUERPOS DE HOOKE, SAIN'l'-VENANT Y NEW'l'ON 
Se pueden imagina.t" ecuaciones del tipo \lj¡: {(é¡¡} 
y en particular las lineales o;y•: k • eg . Para en 
contrar los cuerpos conocidos es preferible sin embargo -
separar las variables reol6gicas y colocar dos ecuaciones 
independientes para las componentes esf,rica y desviadora 
de los tensores. 
Hemos elegido los cuerpos ellstico, pl4stico y 
viscoso conocidos de antanano, y vamos a ver c6mo esta-
blecemos el parentesco con las nociones previas. 
Para ellos K es una constante ya utili¡ada: el 
coeficiente de compresibilidad, y la funci6n ~ debe ser 
estudiada en cada caso. . 
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Ecuaciones reológicas 
En el cuerpo de BOOD: 
lo-J a l<e~ J d f19. 2{1. Efj 
G es el m6dulo de rigidez. En efecto, si se considera el 
ensayo de tracci~n: 
.1:" <1it 
o 
o 
o 
En el tensor 
. (.. o o) 
cs.?. <r.a o f · o 
;j .3 O· O 1 
~ .. ~
~. 
u:. 
• e._.. .. :.e-
1 :¡·y 
1.. 
u;. ~, 1 ~= i-
-!li , 
0'!1. o 
o 
-v 
o 
por lo que: 
o o 
-~ o 
o o jOi 
En el tensor ell j· GtJJ ~ .!1 (-t-2J>) y 
fJ . :S~ 
~i· Ja~-.z~Jf: ::te;.~ (-:~+;1 ; 1 t~ o ,¡' o o .ztHPJ} 
O'¡:j & K s;¡ ; ~ &¡:¡ • le l ~ 6;.¡ 
~: ..§_ ·• m6dulo de compre~ibilidad s~qdn advertimos. 
\-21) 
Ecuaciones reológicas 
Por otro lado: (j4 1 .2 t; .!~ 
implica: 
e· o o l e~ o ;) ~: - 1 . • 2ti ~ (t-4-,) _., o ae o () ~ o o 
es decir: ¡ 
~.: 2(.t+t>) , 
que corresponde a la definici6n de m6dulo de riqidez. 
La analoq!a mec4nica del cuerpo hookeano es un mue 
lle. 
As! pues las tensiones principales: 
:t ~Ji. 8 f< ~ + .2 " (E;_ - -f ) 
y haciendo: A :: k- jo ~ 
1 ~ ,. A ~ + 2 (j C.: 1 
que son las ecuaciones de LAME. 
Sabemos que: 
de modo que si el s611do fuera incOmpresible: 
Para ver un ejemplo de material rígido plástico 
nada mejor que el cuerpo de SAIN'l'-VENART (recuerd~se el 
criterio de la máxima deformaci6n). El cuerpo presen~m 
un comportamiento indefoxmable hasta que se supera un 
cierto valor de la tensi6n¡ el modelo mecánico será un 
bloque que roza con el suelo y no se·mueve (no hay defoE 
maci6n) mientras no se su~ra el cono de rozamiento. Mas 
29 
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Ecuaciones reolÓgicas 
p 
p 
CUERPO DE HOOKE 
p 
CUERPO DE NEWTON 
CUERPO DE SAINT-VENANT 
Ecuaciones reológicas · 
al.l4 de la tensi6n crítica se supone variaci6n proporcional: 
al tensor velocidad dé defor.maci6n. 
Es decir, como el cuerpo es_~ffor.mahle, la pri-
.ara relaci6n es: 
o d t ·~ 
Como é'.t/• • • 0 la 41 tima relaci6n es tr.• •: 2A e,. • 
.. , •J 
- equivalente a las seis relaciones: fJ 
• • 
.!.. :a . i.. ;: éll : J.. . :: {,= Jt.r :. ~~ 
. 2Jt. ~o; -o-'1-cr.) ~o;~-Ui) (2~ .. u.;-~) t~ zr~ Z"xa 
Como modelo viscoso escogemos el l!quido de 
31 
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Ecuaciones reolÓgi.cas 
Bs un l!quido. cOJDpresi.ble, viscoso, en que la velo 
cidad de defoJ:IDác:USn es proporcional·a la fuerza aplicada. 
BOOU: 
Estableciendo un paraleliS.O QOD el a6lidQ de 
El l!quido de PASCAL es intexmedio con k • CO y 
~.:a() 
La componente ~ ~s la viscosidad dinúli.ca. 
El modelo mechico ·es un '-bolo perforado . que se 
mueve en~~ líquido viscoso. 
De la analO<J!a con el cuerpo de HOOKE, si el l!~U! 
do es incompresible aparece un .coeficiente de tensldn v a~ 
cosa: 
(TROtJíOH) 
Este modelo ha sido utilizado como posible repre-
sentaci6n dé las corrientes de convecci6n en el manto. 
dia la 
Situando ei origen en el centro del globo 
posibilidad de la soluei6n: 
~ el a i(·a 
V(ú.,it,w) ¡v:'1~ 
Admitamos: 
se estu.J 
Ecuaciones reol.Oii.cas 
Veamos si se cumplen las condiciones establecidas 
en e1 ap4ndice 4 para los fluidos viscosos 
~ ¿ a 6. • a . l. .. : - 2 ~ • ): .: ~ +. ti .: o . 1 2 1 ~ . ~ .. ""''1 d" ,)• ~ e ixa• ii + CJi:: x.-4~:: -ax ·;-_t.,.:~~- a~ 
.t v ·1~; ~~· ~ i+J.>.,.j~ ~~~k r~;~~~x .. --:&-. 
" ~ w _. _a . l l?.s = o v2~a v ~av.R5:0 
2 z. 2. VAl=o ;V VaO ~V w--.fo 
Como ~::- 2 v2ú •O 
~ a• ~ .:-! V V'.=O 
bt~~ = _ ., v 1 w.: .f o 2 () ~ e . . 
integrando Yl• -lo~~ 
En estas condiciones el estado de tensiones sería 
Segtln el ap~dice 3 la energ~a elistica es 
~ z « 
T 7 c;:~Z.,c<r.l. y . G"ry~~J?""l;~ V~ _. .2 ~ 1 - ¡-(fl;o¡~tr~ ~~) ,C - Z (i 
U., f ~G 2 e'+ q ~~ 7 j" j r ~f f .Zri' i!.& f 9 Jt "+ 'l,l') 
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DEFORMACION DE UNA ESFERA VISCOSA (Según GOGUELI 
p 
CUERPO DE MAXWElL 
M•H-N 
CUERPO DE BINGHAM 
B=StV//N 
CUERPO DE KELVIN 
I<:HIN 
Ecuacioaes reológicas 
2. 3. mDEIDS 8BOLOGICOS COIIPL&JOS 
JlaeVOs cuerpos. ideales, cuyo ca.portalliento pue 
de, a ,.,.., aa1llilarM al encontrado eD fend-enos natü 
ralea, se obti.eaeo al CODeCtar varios de loa anterio- -
rea. 
Si. loa cuerpos CODectadoe preaeatan la llisma de· 
foDIBC:I.dD -dice que eat*l en earal•lo. si eatan aome= 
tidoa. a la-'- tenai&i •• dice que es~ en serie. Si 
1~ 
1 
• a1 cuerpo de ~ 
StV al cuerpo ele SAXR'l'-VBDII'l' 
. B a1 cuerpo de BOOKE 
y ~1:1.~ por 1/ la c:onex:USn eD paralelo y por -
la coaexS6n ea serie, v.-os a ·analizar las. siguientes 
COJDb:I.Díic:l.oDea 
1
:.: :t;;. : =:: == 
K • •/• o cuerpo de DLVDI 
E1 priaero y el tercero son viscoelasticos y 
el segUDdo viscopllstico. 
El modelo estructural del priaero es el de la 
fi.qura, foJ:JUdo por dos eleaentoa soaetidos a la mis-
ma teD81.&a. El diagrama E- 1: se obtiene facilaente por 
superpoai.ci6n. 
El esqu... se puede aplicar a la co.ponente es 
f&i.ca o a la desviadora. En esta d.ltbaa, coao para ei' 
cuerpo de IIOOKE fll . !¡.¡: 2 (j e¡¡ 
y para el de IIDft'OH ~~ • 29q; • d -· ,( 
derivando la priaera obt~eaos <J'l¡ • :tt¡ S¡¡ 
El tensor de veloci.dad de defo~ci6n para el 
cuerpo de 11ADELL es4 cf'tonces e( 
; ct q.. a¿. 
~·-· =_!:L- .. ~ 
., 2l} .22 
que es la ecuaci6n reol6gica del cuerpo. 
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Ecuaciones_ reológicas 
CURVAS DE MAXWELL 
a 
INTERPRETACIOtt· _DEL T 1 EMPO DE RELAJACION 
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Ecuaciones reolÓg:tcu 
. (obseJ:VMa que ~· :f 9 ,.; jv(r:J tb: 
es decir que la defonaaci6n en un ina~te dado depende 
de todos los valorea auteriorea. Bl cuerpo tiene llleiDO-
r~a.J · 
. • ... e; " . ·Cil 
Ponibdola C08K) O""ij + - ~- = 2 tt e:~J 
la · ecuaci6n bOIDOCJatlea c::orre~cfiente ; • !j¡ 3 = O 
tiene por aoluci6n -1r{1-'-J e 
~z !So e. 
Si sa admite • tJ , • ~el u Ll • 0:·· • u " + u "-"---.-4(-:--""f 
v¡.¡ ~ t:1 , ~1 d • ~ ~ 
y .· • tl • Si- .2~~ -·'f_..'"4rll I.A.~_.u(~i ~ ~)s2 ~ ~~ .,;' U• 2~ :l -+L--;..._ ____ _ 
L ,. •d ~~41 /. 1:) o bien "= u...¡. 'fs,.~ S. e . t11: \ ¡,.cz-< . 
•ti J Si hacemos c::onJitante a ve o. e a e e ormac 6n 
G.:· • .11 y llamamos o(j.= "'• !lo tcendremos . ~ d -tr~-~J [ - jc·-~ 1 
cf.'=fJl.¡0 .e + .z.Atz 4- e d el . ., 
dando diferentes. valores a A• ~l.i obtenemos las curvas 
de relajaci6n correspondientes. Por ejélllplo si .A • o 
se obtiene la curva · ( 1) _ i. (-1. _ t.) · 
d ·. d , 
c•J a~ • a~o . e 
curva de relaj~ci6n para alarc¡amiento constante, con una 
as!ntota en el eje t. 
t.,- • 2/& puede ser llamado:tiempo. de rela¡aci6n 
(Es el tiempo que tarda la tensi<Sn en reducirse a/e de 
su valor). el 
\ "'"ci \ O"g. 
Si se haca 2?A• vl¡o se obt~ene I\C~a.6~ • 2 " t! \ el e q'i = 2fA .. O'&¡o 
es decir no existe relajaci6n. 
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Ecuaciones reológicas 
Para valores Á> ~la curva de. relajaci&a se 
invierte y es del tipo (2) , •ientras que si se aantiene 
O< Á< AC4lf. ·~ 4el tipo 1. 
. Para la curva de relajacicSn A • o la taftgente 
tiene una ~;iente ti f f. (j' _ _ f t* 
o¡¡ • - cr.¡o . e . -y (¿ 
Si se ~ce., f::o ,.l•_t{ei4;.if:'l-te es 
a -o-. = -o-,. 11 e • 1:. 
si cr-.o queda . ! 
t ··--· "-r-·t; 
El cue~ de BINGBAM es la colocacidn en paralelo 
de los cuerpose NEWTON y !SAIN'l'-VBNAN'r!, es decir aboa 
tendré un alargamiento cOa.Gn. La fluencia solo aparece __ 
cuando O".g > 0'"14if y los s1quientea incraaentos de tensidl\ 
serán absorbidos por el 6mbolo. 
N AV 
Evidentemente OL¡ a ~¡ + Oí.,• 
de modo que para <T~¡ > ~t 1 O'i¡ : O"'Ciaoi.~ + .2 ! i.i1• con lo que la-ecuaci6n reol6gica es 
- l e., = o¿J ... o-t.~W.: • 
- ~ 2t} 
Paralelamente a lo rellizado con el cuerpo de 
MAXWELL, es~a ecuaci~n puede ser apli-cada a las compone!_ 
tes esf,rica o desviadora. 
Un ejemplo típico ele este cuerpo ea la pintura al 
6leo, y precisament~ estudiando la posibilidad de cqnse-
quir una pintura· muy manejable pero que no fluyera al .. ser 
colocada sobre lllia pared vertical, fue coaao se eatablecid 
el modelo. -
. El cue~ de KELVIN' se obtiene SOIIletiendo a la 
misma deformac Ji al conjunto formado por un muelUf (ll) 
y un &bolo (N) • 
Si nos ocupamos· del desviador la ecuacicSn de pa~ 
tida es d d • e( 
(]";.¡ = Rll ,~ : 2! E~ -
Ecuacio~ .reolágicaa 
FOrmalmente la aoluci&l ea por ccapleto an'loga 
a la del cuerpo de MAXWBLL, pero en teaaiODeS. Puede com 
p~~· que-fC.-t..)I c1 , rt tA ~~-t.) , -
Elj # e . e'i• +Vi J. o; . e . ele J 
''- . el Si se toman valoree COilatantes A.- Q"_1.¡ 
~el· . ~~. 
0 
. - f (t -t.) . 1 '.[ - ,lt.-t.oj] ~~. d • e ..,..~ .1\ ., - e 
Valor~• diferentes de )\ conducen a las varias 
curvas de fluencia. 
t:l 
Si ~~ :: ·~, ea ·decir alargamiento iniciál nulo, 
.la curva tiene la forma indicada. Si en t, s.e descarga, la 
ecuaci6n aplicable es_, el _ f (-4 -l:,) 
e ..• e e 
., , ' 
Una interesante aplicaci~n de los .adeloa anterio 
res • la versi6n reol6gica del comportami.ento de los te--
rrenos arcillosos en el :ensayo edom4trico. 
El edo-'tr:o es un cilindro suficientemente bajo 
para que el rozamiento de las paredes laterales no influ-
ya en el ensayo. Las bases son de bronce,aroso con obje-
to de permitir el escape del agua "contenida por la arcilla. 
Al comprimir una muestra de suelo entre sus caras se produ 
ce un acortamiento debido a la expulsi~n del agua y al -
acortaaiento· elAstico del material. Si lluaamos e al índi 
ce de porQs (r:az6n del espacio ocupado por los po~s al -
ocupado por las partículas s6lidas), la forma general de 
la curva es la indicada. 
con objeto de explicar el com~rtaaiento mediante 
un modelo reol~ico, TAYLOR y MERCHANT razonan de la si-
guiente manera ; en la curva (!ndice de buecos-presi6n sobre 
las part1:culas s6lidas) a~rece una consolidaci6n ~rimari.a 
CD que se produce instant4neamente bajo la aéciC5n e un 
.A.fTz tT- CT._ , y una consolidaci6n secundaria DE que va-
ría con el tiempo, tendiendo a DF. · 
1) •A tbeory of clay conaolidation accounting for seconda 
ry compression• J. Maths and Physics, 19, 1940. -
2) La teor!a aqu! expuesta se refiere solo al esqueleto 
s6lido sin tener en cuenta ~· presi6n resistida por el 
agua. 39 
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EDOMETRO CASAGRANDE 
PROCESO DE CON SO Lf OACJO N· 
-( Toylor y MadKint ) 
cf(t} 
3rz 
tNTER·PRETACION .REOLOGICA 
tamiento 
' Ecuaciones reológieaa 
Es decir 
Evidentaaente, a· cada Ae le corresponde un -aco!. 
-A e 
}~-~ 
TAYLOR y MERCBAR'l' observaron: 
a) que la conaolidac16n prtmaria y la secundaria 
dependen linealaente del incremento de pre-
s16n. 
b) que la velocidad' da la.consolidacicSn secunda 
ria e~ proporcional en cada inst.ante E a la-
parte . 4~.,. SF de consolidaci6n futura. 
Estas relaciones se pueden poner en la forma 
. .:M.-
•) ~. t:t!• ~ ttt4 ~ A~•- m4 Afr (t-f e.,) AJ:1 Aa 
a) AE¡a :.áll. ltc&; Aea-=- -JM, Ao-{"1.,_,) 
Af:l 6 cr . I A e2 .. J> F 
a} df!/ ._p. 1 A e~ J • .u. (A' -óe2 i:) ~ e2:: ~ ~ b-l .¡ / ~e&-
Entranélo con 2) en 3) _ i~ .. '~-.,A<r~.f.e,.}+ Ae:J 
- 1 de}= Ae: 
6U'.: - - -------
.)'C•t-C..)..r,a ~ .JI!'+"") llf¡ 
ea' _L_ ~ 
Acr • "'z + ~ ""• . ~ i:' 
Comparando esta ecuaci6n con la del cuerpo de 
KEt.VI~ aplicado a las componentes esf,ricas se obtiene 
la igualdad si tlf • y . '..1_ = a .., 
• = l<a. .,JIIH2 (. 
La compresi6n secundaria es la de un cuerpo de 
. KELVIN. Como la primaria es evidentemente la de un cuer 
po de HOOKE con ..,., : ( /1(4 el modelo completo es el -de la figura. El comportamiento de la arcilla se puede 
comprender ahora muy bien. 
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cuando una presic5n o- actita, el primer muelle se 
·comprime intantbeamente, pe~ el_ asiento del cuerpo de 
KELVIN se retrasa porque el pistdn lo ~ide. 
La presi6n ('/' varta con el tielllpO, pues (ver 
nota 2) el agua, que absorbta parte de la carga, empieza 
a fluir pór las placas porosas y el esquelews6lido·acaba 
resistiendo toda la presic5n. El acortamiento del muelle 
1) es ast gradual hasta que toda la pres16n se hace efec 
tiva. -
El cuerpo de KELVIN va ta.ando presi6n paralela-
:tnente; al principio toda es absorbida por el pist6n pero 
a lo largo del tiempq se produce la transferencia al mue 
lle, por lo que, al final el acortamiento ea la suma de 
los de los muelles. 
" 1: Como €. ~ € + 6. 
• 
en el ·cuerpo de BOOKE <T¡f: 3 Jc e.·¡ 
y en el de ~LVIN -~ (~-~){ 0 _.!_¡:.'! e_ t-~ .. !:,l:l ~¡-.e ¡~-o~~! ~' 1 
Si se admite ec¡ :t O para t. a D 
cr I • - fcr:-+.l e. _ + !. <J~ (e). e . d e 
Bk 8l 
0 
Posteriores estudios han mejorado esta aproxima-
ci6n. 
Es en particular interesanttsimo el mode~o para 
consolidaci6n tridimensional de FOLQUEl que el lector in 
teresado puede consultar en la obra de MOZAS o, en la-de-
SULKJE. " 
El modelo de MERCBANT nos ha introducido en ·loa 
cuexopos d'e mis de tres eleJDentos. Aunque no pod¡paos tra-
tarlos con detalle no podemos dejar de mencionar el cuer 
po . de SBWEDOFF [ B - . (StV /M~. , 
1) Reolog!a de solos nao saturados. Laboratorio Nacional 
da engenharia civil. Lisboa 1961. 
Ecuaciones reológicas 
El de SCHOFIELD y SCOTT BLAIR (N - K), propuesto 
para estudiar el comportamiento de la masa de pan que pre 
senta una relajaci6n de los esfuerzos y un punto crítico-
de fluencia. M&s complicado es el de BURGERS que tiene~ 
cuatro elementos, y explica la fluencia de los metales. 
El resorte superior d~ el movimiento el&stico, el dispo-
sitivo intermedio la fluencia lenta o reactividad y el 
amortiguador la fluencia a velocidad constante que es la 
Gnica irreversible y corresponde al alargamiento per.manen 
te. La ecuaci6n, seqGn el principio de superposicicSn, se= 
r!a ' 
d'e ~, 2~ t!!. .. .J._ "" ..,tf-4 L + lfa }4!.¡. 24".. ~ ~ ~l · tJl 2.«i4 di:." fa ?;. 'i, tfa tiJ: fa ?3 
FEHQMEROS DE SEGUNDO ORDEN 
Si' la expresi6n ~ 3 AL/J.. se reemplaza por funcio 
nes {(L/Lt~) que cumplen las tres condiciones siguientes 
j a.J f ('-A.)~o para L,h0 • 1 b) f{L/1..) ~ 1~ ;.· LA. ~ f c){{L/to) 
carece de dimensiones 
se obtienen otras formas de relaciones reol6gicas que pu~ 
den expresar nuevos fen6menos. 
El scSlido de SWAINGER se obtiene con 
f.(-~ .. --€._ 
- L I+E 
~ ., l 
0".:2-'i ¡:¡e- . (f;,)-1 
En el s6lido de ~ es f ~ 2 
con (T ~ .2<¡ E:-f 2 'i r. . 
En el de ALMANSI 
-( _- (1::-Jz f .2.9. ::t 
L 
con 
e~~2é' 
2(~+e)J 
f. €2 
(I+C)I. 
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MODELO DE SCHWEDOFF 
H- lst,YII(.tf.N)}• H·(StVIM) 
MODELO DE SCHOFIELD 
Y SCOTT - BLAIR 
N-(HIN)-• N·K 
MODELO DE BURGERS Y 
APUCACION A LOS FENOME· 
NOS DE FLUENQA Y REAC • 
TIVIIW) DE 1JN METAL 
Ecuaciones reo!ógicas 
Se definen aat una cantidad de cuerpos que, de 
JIOdo general ae dice que tienen elasticidad de sequrido 
orden. 
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MODELOS 
RE11LOGICOS· 
LINEALES 
3.1. DEFINICIONES 
46 
Se dice de un cuerpo que es lineal cuando se pue-
de establecer entre las tensiones y deformaciones una re-
laci6n del t~~~ • •• • •• ~t":j_t:¡6.-.c¡ G., ••••• J::.v.,.k¡cr-~> ~t:r.J.···· 
'J •) ' 
En los cuerpos linea~es se cumple el principio de 
superposici6n; es decir, si en el estado 1 
t;, ,~e,.¿" e;. e, -1•.. • k. C7i"'" ,t¡ ~ .., k., éf, -1 •••• 
y en el estado 2 
~~.,e; G41..-ca ~.,. ••• = leo~.,. 4<"&"' "z ~ ~~ .. · 
al sumar • 
_ Co(.r',-*6',)1 t:¡ (~-1~)1···· • Ko{Ó;~)+.4í(Oil-«i).,. .•• 
Of <T.a actuan 
Modelos reológicos line~es 
Evidentemente todo cuerpo lineal es BOLTZMANIANO, 
· pero pueden existir otros que, sin obedecer a la ecuaci6n 
lineal, admiten el principio de superposici6n. La llamada 
funci4n de fluencia de ARDIADE es un ejemplo 
/( -t:):: ..!.... + ¿,3 {" + ¡6 n-) _,. f. ~. e 
Todos los cuerpos,. a excepci6n de aqu,llos en los que 
interviene el de SAINT-VENANT, tratados en el capítulo II, 
responden a una ecuaci6n 
~.,e a, e+ a.,¡. .,. a_, tr..,. Q• ti ..ro ( Cl¿-= ~) 
segGn han hecho notar HOBENEMSER · y PRAGER. Es decir todqs 
los cuems formados eer al-ehtos hookeanoa o newtoñliii'Os 
son linea es y, en consecuencia, BÓLTZMANIANOS. . 
3.2• LAS FUNCIONES DE RELAJACIOR Y FLUENCIA. CUERPOS GENERALIZA-
DOS. 
En el capítulo II obtuvimos para el cuerpo de KEL-
vm ~ ~ 
d t:i - ,-tl-t.J 1 - t:/.1 --,-r~-4) l. (c ~~~- te J c!f··~c, e +2i ~- 1- e ¡~ ~·-e . 
Si se supone que el alargamitpto inicial es cero 
d , llf[ -,-r~-t.J 
,:: ..• - rr.. 1- e 
ti Lt¡ ~ -
Si hay una parte de deformaci6n debida a la elasti-
cidad instant&nea habr4 que añadir un t'rmino o;-~A clo • 
- ~ 
El c~~nte _ l . ~· [ - {t4~t;.j fé-1.)~ a:.r, • .2 ~ .,. 2if f - e 
es llamado f~ci6n de fluencia del cuerpo de KELVIN. 
De modo an41~, al estudiar el cuerpo de MAXWELL 
poniendo a;. • .z Cf 'li• se obtiene 
d el - fc6-4J ·t:~r - !éi·~J 1 
. <w = ~0 .e .+-Zf~t.. t- e J 
s,· i~~~o d _ d _- ... ti i;f" ~ (T:J :z 2r;, e ¡jo e 
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NObE~O DE kELVIN - VOIGT GENERALIZADO 
'l. 
MODELO DE MAXWELL GENERAUZADO 
e 
APROX INAaON DE UNA CURVA REAL 
CON UN MODELO GENERALIZADO 
"t -z·d~ 
LA TENSION FINAL ES PROPOROONAL 
AL TIEMPO DE CARGA 
Modelos reolÓgicos lineales 
el 
Conviene añadir la elasticidad instant4nea .2 ~-E¡¡o 
pero adem4s debe aparece un t6nli.no J1 4C") que repre 
senta un flujo viscoso irreversible ·r Ó(-l)6o para t. /10 r 
Físicamente implica que una experiencia perfecta 
de relajaci6n es imposible: no se puede conseguir en el 
instante O un alargamiento brusco en la probeta de ensayo. 
Se llama ·funci6n de relajaci6n del cuerpo de MAXKE~ 
a d - (r i:¡f' 
r(C.)= ~¡ =Zli +.z'e +w.8(~) ~ w ~ 
~ 
En general cualquier cuerpo fluye y ·se relaja. El 
estudio de uno u otro aspecto se realizar& seg6n las con-
diciones de contorno: Si 6stas son tensiones obligadas se 
enfocará el pro~lema como fluencia, si son deformaciones 
como relajaci6n. 
En consecuencia surge la idea de aproximar cualquier 
s6lido por superposici6nde muchos4r.~erpos de KELVIN o MAX-
WELL. En ese caso 1t ¡ [ -7/¡- {'~-t:eJ)J f(t:.J, f- + ~21$.· ~- e ,. .~. • cf:.. #f.'/:. 
r(~):: .6. t;N .¡. ¡. J!..,,.,e- 6 ,· • + ~ J'{t) 
La curva de fluencia est4 formada por trozos de rec 
ta que pasan por el origen y lo mismo sucede para la rela--
jaci6n. 
Cuando el niímero de elementos tiende a Oo vemos 
la posibilidad de asimilar cualquier curva que nos intere-
se segdn uno u otro esquema. 
3. 3. LA FUNfiON MEMORIA 
Supongamos que sobre un cuerpo actdan en dos ins-
tantes sucesivos ~ y 7:+dl: dos. tensiones O'{c) iguales 
que duran precisam~nte dr: • 
Si al cabo de un tiempo posterior t la primera ha 
producido una deformación, remanente a eC-4), la segunda 
también tendrá ~e(é) ya que se pueden despreciar los tér 
minos de segundo orden. 
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Un impulso fT(e)de duraci6n 2 de produciri una 
deformaci6n 2 de(lt:) J es decir la deformaci6n remanente 
ro rcional al tiem de a Ilcacidn de la tensi6n • 
................ ,.n -ev entemente- a va or e (T¡ ~) y, a em s, a una 
funci6n del tiempo transcurrido entre el instante de apli 
caci6n y el momento . de observaci6n. En resumen: -
d.S(.f:). o-(e) • .f'(i -~}de 
. 1 
A la funci6n ~rt.-r:) se la suele llamar funci6n 
memoria y debe s~r continua y decreciente con u= (t -V) 
pues no parece l~ico que los impulsos antiquos tenqan mas 
importancia que los recientes. 1 
Al int:eqrar e(/t.)l /tr(t ). f t't- ~e) t:lt 
ci6n de 
-· Si se tiene en cuen-ta la tensi6n del instante t 
GC~J. m.J.,. /#-ctJ./(¿-~:Jdt 
c:r. 1~ 
Si áe hace CT{e-J•o para E<O 
<r{e).a <JO para ~~O se obtiene la !!!!,-
fluencia 
;{1:). tf, ( t-# té~- F~Y 
Al escoger {(oJ•t é(-1:) .. o;.fé-1:) 
la derivada de la funci6n -de fluencia es la funci·6n memO-
ria con tensidn tmpuesta. 
Un razonamiento an4logo co~duce a 
<rC4=J. eO•) t;0 "* t~{e). r' {t-z-) di: 
donde, r~-~) es otra f:c16n memoria. Se -obtiene as! 
que la derivada de la funci6n de rela aci6n es la funci6n 
memoria con e ormaci n ilapuesta. 
Modelo" reológieoe lineales 
Si se conoce la funci6n de relajaci6n r(-1:) , el 
estado de t~nsi6n de UD cuerpo de BOLTZMANN se puede pre-
ver si disponemos de la defo~ci6n en funci6n del tiempo. 
Por ejemplo si en UD cuexpo de MAXWELL de 
. rC4=.J.:: fi e~<t:. 
se aplica a partir de t · • O una e{~J,. a. f: · las ten-
siones son 
o-(~)a ~( .. - e:"I:J 
.-P. 
3.4. 'l'RAHSFORMACION DE MODELOS VIScbELASTICOS EN MODELOS ELAS-ftcos 
La transformac16n de CARSOR-LAPLACE se puede uti 
- lizar fructiferamente en el tratamiento de los problemas 
viscoel,sticos. 
Haciendo el cambio u • t - 1: las funciones de re 
lajaci6n y fluencia •. 1e. /l; eden poner en la forma -j ~(~). dJ: ~:rrr~-uJ.f(u} du . 
l rr/J:):·it 1 e(~:- u). r{u) ~ 
Como, seg11n el aP'ndice 
1.{1/J~ ~ L[f]- ,. féo) 
y L[[ÍruJ.;Ci-IIJ~j .. .¡ F"(j>J. t;{¡>J 
es evidente que L/ J¡jÍruJ.3{4-u} •j= L[ f{uJj. L/a{uJ] 
que al ser aplicado a las ecuaciones anteriores conduce a 
L ~-= L f· Lo-
Lo-.;: L. r. Le 
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Por comodidad, se suele escribir 
*' *e e*(p):t f (p). r:r. p) 
o-*(p).:: r*C-,>· etc~J An&loqas a la ley de·uoo~ 
introduciendo la segunda en la primera se obtiene 
f*'Cp). r*Cp) .. .! 
Las transfo~adas de las funciones de fluencia y 
relajacibn son Inversas una de otra. 
Si se aplica a la~ componentes de distors16n del 
cuerpo de MAXWELL. 
·d 1 •et o;· ~~ •• ,21(; ~- + .JL 
" ..., ;; .:.ar 
[ * 11 ? [ .. {t. )\1 1 0: * ' r e~j -eg(o)J • z~ cry -Oí.¡ o~ + .2~ ~ 
'PE·-! =[..:t_ t- ___L_J a:!_ L o-t,j(o) + 2~ o-!j{o) 
' .. , 2.q Jí!.tP tJ 2~ ...., 
Es decir ( 'r 4 ) * f e;~ 2~ + 2:;' (ftj 
La func16n de· fluencia transformada es, pues, 
r~~; = ~ ~ * 
que oriq in a /'/'. ) _:!__ _L 
7' ~ -= z~ .,. .z.? -~-i: 
Como r.t"(' ) • _!__ .: .!2~f ; r(-1::) = ~. € 
'P- f* 1>1-~ 
que es la ecuaci6n ya obtenida en el capítulo anterior 
para t
0 
= o. 
Modeloe reológicos lineales 
3.5. LA TRANSFORMADA DEL CONTINUO VISOOELAS~ICO ISOTROPO 
En el apartado anterior vimos la posibilidad de re-
lacionar la tensi6n y la defo~ci6n mediante una funci6n 
de fluencia e (l.}~fl;¡ {("~) o una fUilci6n de relajación 
CT{I:)~ e_ rC~) · · 
En el caso de un medio continuo, las relaciones en-
tre tensiones y deformaciones son lineales 
• x r:x x v· r. • r.: _... r.'x Y ~: ~ S11 + r'1 G'f -f e €¡a +J:.., ·~ -t -"a :..c.a? ,. o ya • 
0:'! = r; e,.."' r;' &¡ f • • • • etc~. o-a-..... . 
C.'1•··. 
r • .-a .. . 
t.r•· .. . 
Por consideraciones análogas a las establecidas 
en Elasticidad se prueba·que,· en el caso del continuo ia6 
tropo, todas las funciones de relajaci6n se pueden reducrr 
a dos (análogamente para las de fluencia). 
Por ello, se pueden obtener rela~iones formalmente 
an4logas a las de LAME 
~&y constante o-s(-t.) ~ .A(-c). 9 d!l t-2~(t)e~ • .• e. &i. 1 ~ funciones de relajación. 
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o bien se. se actda con un estado (Tti constante 
ot(¿J a k'" : crt ¡ /s c;¡ú).z --z u;,. - ~ 8~ o;..J¡1 
_ 
1 1- " 1 p funciones de fluencia. 
Las funciones defluencia y relajaci6n que aparecen 
se pueden determinar con el ensayo de tracci6n, por ejéaplo-. 
Si se hace un ensayo de fluencia a tracci6n o¡ : 0 '~di : o1 8 o: ~ Ao: ti " 4;¡• z o;,- -sP :1- a o;,: 11 IA=ol-e . .a .!!!. cr,..a !iL \ . ~ Vq ~ .tJ /A Oi 1 J!l,. @,. 2 ea~ ~~:: t8a".: -~ r a ~ -$/- . V¿t/_ ·- & - -,¡¡-
Si se realiza otro de relajaci6n \&11 : dia. 
vq:.A& .. 2'iE11 \cr11 :Sl8. +~~t+'+zt;)B O"q j..D 
o s .A& .. 2.t;E.za o: ~ O'"fj ~o 
-tZ 
análogas a la obtenida en elasticidad. 
Los tensores aplicados antes ~ el segundo miembro 
de las ecuaciones de LAME eran constantes. Si son funciones 
de t deben utflizarse las funciones integrales· definidas en 
el apartado 3 • - _ 
' Es decir, las relaciones tensiones-deformaciones en 
el continuo viscoel,stico is6tropo son 
. ~ . 
o~¡=~~ ir A(u.). 9{1:-1<} dK .. t.l J.' (u.}. tg {1:-t() du. jo o 
1) Para mas detalles puede consultarse: E. VOLTERRA: •on 
elastic continua with hereditary Characteristics• Journ. 
App. Mech•. Septiembre 1951. 
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en funci6n de las relaciones de relajaci6n A ~ tT , o 
bien 1 , . 
~ •-Ji-l [ptuJ.a;,~••Jt:l. o~j :kjtt((u). "f¡{l-u)tfu 
en funci6n de las relaciones de fluencia {J y Of. 
. Al aplicarlas la transformaci6n de CABSON-LAPLACE 
obtenemos .,. • • * • ( .n• • ) cr¡¡ • A l'p) e &.1 :1-.2 'i l'pJ. te¡ ; a -= e,, ~ , « * Qjf" e; . ~p) otj -1 ,..'(p) o-.,*~ ;(o-... ~) 
Puesto que la relaci6n entre las transformadas es for 
~nte an4loqa a las establecidas al comienzo de este-p4- ~ 
rrafo, se pueden definir las cantidades A* 1 E* 1 JI*, etc. que 
tendrin el mismo significado que en la elasticidad tradicio-
nal. 
f * .. il'" .... ~., Así se llega a generalizar la relaci6n , del apartado 3.4. Ahora se obtiene 
o<* 'i"" = 4. 
El lector puede comprobar tambi'n A* E* • 1. 
J)~ .A*. J A~ •Y•A* .. JJ*(ot*_A•) 2~~~~ ,- . . ,-
k · t-« ~~ ~ E* ~.1/C é!k a o: - /a~ 1-.2 ~ 17 :- C7 ••••• m - t• I-2J).p 
Ejeaplo 
La flecha en el centro de una viga sobre dos apo-
yos separados L, sometida a carta repartida q es (v,ase vg.: 
COURBON) 
-E% 1 
e .Módulo elasticidad 
.Z IJOmento de inercia 
Se trata de estudiar la que se produce en funci6n 
del tiempo si se admite que el .aterial se comporte como 
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un líquido viscoso incompresible. 
o-r.¡ • -%X'i + 2 ~ t,¡ 
As! pues 
y deshaciendo el cambio 
Ó(t)s S 
A.fS2 
4 PLASTICIDAD 
4 .l. - IN'l'RODUCCION 
En el cap!tulo I vimos algunos criterios que 
intentaban predecir cuando se alcanzaba el estado plás 
tico al incrementarse las tensiones. Tomando como ba-~ 
se el ensayo de tracción, todos ellos se podían redu-
cir a una expresi6n del tipo 
{ (o;. ; 0:,; o; ; ~ .. , ; l"~ ; z;. J $a-. 
La plasticidad se alcanzaba cuando 
F • ~-ere =o .. 
El valor de cr e puede _no ser constante. Por ejemplo, 
en el acero ya vimos qile depend1a de que el diagrama 
de carga fuese o no el noval. Para simplificar prescin-
diremos de los cu~s que se endurecen cdn la pro~re­
siva plastifiCaci y nos !imitaremos al estudioel 
cuerpo elastopilstico ~rfecto y del rigidoplástico 
perfecto. En estos si Q designa una tensi6n y ,. una 
deformación el Jal-or de <re no se altera. En el cuerpo 
elastopl!stico,lla_ deformaci6n plástica es , } 
~Q . < Q< QMIÁ.tr. ~-~EQ • - -Q a Q-a,. ,. ~Q.._, j C}~o _ Q. Q...a. 1 .EQ-11 ¡ ,Go 
, 
~) Al final del capttulo damos algunas notas sobre ellos. 
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• 
Las condiciones en 6 indican que la defo.rma-
ci6n plástica aumenta o disddnuye sin cesar cuando se 
ha alcanzado el valor límite de Q. 
En el .cuerpo r!qido plástico \ Omin ~ Q < Omax 
no hay deformaci6n elástica O = Omax 
Y q = q . Q = Omin 
4 • 2~ EL DOMINIO DE ELASTICIDAD 
Conviene'introducir ahora una nueva representa-
ci6n de los tensores de tensi6n y velocidad de deforma-
ción. Para ello imaginaremos un espacio de 9 dimensio-
nes (~O",Ve za.,r,., tieel'iMZ"y• ~Jen el que cada estado 
de tensión vendrá asociado a un vector ~. La función 
1= a ~-creaO definida en el apartado anterior represen-
ta una superficie en dicho espacio. Es la llamada super-
ficie de carga o superficie de fluencia. Como hemos su-
puesto Cfe fija, ra superficie es fija y adem!s contie 
. ne al origen, pues f (O) = o. -
. El interior de l'a superficie es llatnado dominio 
de elasticidad ~ en virtud de que en cualquier estado 
para. el que F-<o , ., <ere y por consiguie.nte la 
situaci6n es elástica. 
Si el punto representativo del estado de tensi6n 
se encuentra en la superficie hay deformaci6n plástica, 
pero no puede precisarse c6mo se efecttia. 
Si. despu~s.de alcanza.da la su~erficie d. e fluen-
cia el punto_ se traslada de nuevo a e;, , el canporta-
miento es elástico, pero se mantiene la defonnaci6n 
plástica previa. Es decir, la deformaci6n total es 
q=EQ+q 
= defor.maci6n total 
= m6dulo de elasticidad 
= carga actuante 
deform~éi6n plástica 
Plasticidad 
Seqdn _todo lo anterior la funci6n F toma siempre 
valores negativos o_nulos, y los valores positivos care-
cen de significado físico. Son imposibles. 
A veces el dominio de elasticidad está definido 
por un sistema·de superficies 
F¡ ((e •E.r-· z:-.··· )=o ; {i:: 1121 -- wa.) 
Habrá deformaci6n plástica si se cumple a.l me-
nos una de- esas ecuaciones • Los pu:ntos comunes a varias 
superficies son puntos singulares, como veremos inmedi!, 
tamente 
~ Si el cuerp_ o es r~gido-plástico q 
Dioc; es dominio de riqidez. 
q y el domi-
4. 3. LA POTENCIA DE DISIPACION ESPECIFICA Y EL TEOREMA DE 
BILL EN LOS CUERPOS RIGIDOPLASTICOS 
Se llama as1 a la expresi6n 
:b • o;. i:~ ter., t, +<fe te .. z-..., t, + -• •• ••• 
Si_las deformaciones son plásticas esta potencia es 
transformada en calor y de aht ·su nombre. Como hay que 
realizar trabajo para deformar el cuerpo D es esencial 
mente positiva. -
Si se llama OP = <~;cr1; .. ·· > y 0o se puEde expresar lr = & . ~- · 
Además, la potencia de disipaci6n está relacio-
nada con la posibilidad de un estado plástico a trav~s 
del teorema de la potencia disipaci6n máxima o teorema 
de BILL, que no demostraremos. Su expresHSn es "Durante 
la deformaci6n pl&stica caracterizada por las velocida-
des de deformacii5n OQ, el estado de tensiOn que se pro ... 
düce hace mliima la potencia de dlsipaci6n especifica." 
Se debe hacer mAximo.•a 1:> , sabiendo que OP de-
be encontrarse sobre la superficie F. Según sabemos el 
problema se resuelve anulando las derivadas de 
~a¡ É¡ -A f (<r¡) 
• (recu~rdese que en este caso E i = "l i> 
S$ 
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Es decir·, el teorana de BILL iJaplica lá• sigui.entes (:9n-
diciones 
...:. . _, tJF 
6.·. JI\-& • & 
o bien, explicitando los tndices 
\
t .. __ ·• )ajf l. v-...~ A gf_ 
. A tJ¡:: • ¡j! t:,.; ;;;¡ -r ••• ~ ~ ~.# A ij. Y, •• A lt.: ··- '1 shlliiK"<J 
estas expresion.- suelen ser cono~iil• como ley de la 
fluencia pllstica y expresan--claramente que 00 • ( L xJ l y¡ •••• ) es normal al plano tangente en P a F. 
/ --Por otro lado ·si la potencia OP. 00 es mhima, 
al escoger cualquier punto M distinto a P 
J>-l>' = &. oo - 5M. 0o 'J. o 
Es decir D. OQ ~ o y, en consecuencia, el do-
minio e est! siempre del mismo lado respecto al plano 
tangente a la superficie P, es decir, el dominio de 
elasticidad !! 99nvexo. 
• . aF \ - -Observando que j) •.L<r¡,e.:.ÁE\T'¡bi¡= "oP. Vf 
Como O es intprior a F OP. fi es siempre po-
sitivo y al serlo D, A es positivo tambi~n 
PUede suceder que la normal en la zona en estu-
dio no sea 11niea~ El plano tangente no es 11nico pero 
como puede ser cualquiera que no corte a la superficie, 
OQ está en el cono de las paralelas a las normales tra-
zadas por o. 
' si existe una zona plana hay varios estados de 
tensi6n compatibles con OQ pero todos ellos dan el mis-
mo valor de D. Es dleir, la potencia de dipipaci6n solo 
es funci6n de las e b= 1:> < l x' l y., .. _ Yxy; •••• > 
Todos los resultados citados son válidos para 
el. cuerpo ~lastoplástico, cuidando de sustituir las 
e i por l' 1. El-lo es 16gico si se piensa que las 
Plasticidad 
deforaac:ionea el4sticas son muy pequeiiaa y al alcanzar-
se el estado pl!stico no ha habido pr~cticamente cambio 
de foXJila. PQr ejemplo, en u:na barra ele acero de s .000 
Kg/an2. de límit~ el.~tico la deformaci6n sería 
G~ ..dL a E, a $./IJ . ~~:r.¡ól 
-z:;; E 2'1. KJ 1 . 
Bs de9ir a una lonqitud 100 le correspondería un alar-
qamiento el4stico AL -= 0,25 ( recu4rdese que ésta era 
tambi.én la base para aceptar la definic i6Jl. de é e, re-
ferida a Lo) • 
Otra cuesti6n DIUY :llop<?rtapte es ver que si damos 
unos incrementos de tensi6n Cito;: , e.n el curso de la 
de~oraacf&n pllsUca no prOducen trabajo. 
$a} Ófli.:O (9 sumandos) 
Si se ponen las condiciones de de.formaci6n plás-
tica ello conduce. a .L ft tlf~::::O y COJio ¿;,,. o(/~t 
De P • o obtenemos 
se obtiene J'· como anunciábamos. 
&e. ~cr-=o a.• o .. 
4 • 4.. LAS COND:tCIONBS DE PLAS'l'ICIOAD DE MISES Y TRES CA 
Si el cuerpo es is6tropo la condici6n de P.,asti-
t::idades independiente de los ejes y, por tanto, puede 
ponerse como funci6n de las tensiones principales 
' r (v-% G'"z cr.)= o 
lo que facilita la representaéi6n. La ley de fluencia 
pllstica es as!: • ,.. 1) ¡: · 
.~1.a,... Jii 
e~.>..~ 
t_~At¡ 
Si se admite, adem&s, que la condici6n s6lo 
depende del desviador ( y por tanto.de los invariantes 
12, lJ), se podrá escribir F (12, IJ) =o. 
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EL CUERPO RIGIOO-PLASTICO 
E 
PI-.Ucidad 
En este caso P es un cilindro de eje <r¡.:.Cijr:CI"'• 
ya que si (O"~ 10:.. •'W )E t tambi'n lo est4 
(<JS• ~;~¡+k jo-.,+ ls) V k., 
La más sencilla condici6n es 12 = a 2 ~e es la 
de MISES y conduce a· la ley de MISES-LBVY € • Á a; 
CX:.Jftv;~f+(u;-o¡,f.¡di;-V.la.J .1 R. Q ti: ;.¡- y· 
La potencia de .disipaci6n es D • OP.OQ = R/00/= 
• a {a /00/ que como seqdn :dvertimos _ solo depende de /00/ 
. En cuantO al criterio de ~SCA la superficie de 
fluencia ven!a definida por la condici6n de qu·e el radio 
del círculo de MOBR fuera inferior a.un valor b. 
En tensiones principales ello implica 6 condi-
ciones 
'i.-O".=; 2. b 
Oi-Git-= ,2.J, 
U.. -cr~ .:~.b 
~-O%= 21:, 
0'·-e&.· 2.~ . 
cr,~.. -cr~ = a..b 
que representan un cilindro coaxial con el de MISES e 
inscrito en ,1. En la proyecci6n isom~rica es un hexá-
gono regular de lado 
~b '(6 
3 
La ley de deformaci6n variará segan el n~ero 
de condiciones que se cumplan. Si solo se cumple la pri-
mera es i,~.:Á I ix:o ~. >.>o 
~=-" Si se cumplen la,primera y ~ sexta 
i.~=-,. . i!3a-l (l>o, .JL>O J e.Tc 
La curva intr_ ínseca es una ge~ralizaci6n ·de la 
anterior en la que se supone que f. = + ( ~ ) donde f 
es el radio del círculo de »or y i la abscisa de su 
centro.· · 
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4 • S. TEORBMAS DE AOOTAC10N. UNICIDAD. 
Durante el proceso de plastificaci6n se verifican 
tres condiciones: 
a) Equilibrio 
Las fuerzas actuantes y el .sistema de tensiones 
internas ocasionadas por ellas estin en equilibrio esta-
tico. 
b) COmpatibilidad 
Las deformaciones-que toma el cuerpo son congru~ 
tes con los enlaces al resto del Universo. 
·e) Fluencia 
En todo punto se cumple que la tensi6n es inferio~ 
o a lo.sumo igual, a la de fluencia. 
Evidentemente se puede pensar en solicitaciones 
que cumplan s6lo algunas de las condiciones anteriores •. 
Sobre ello vamos a tratar demostrando que, la solución al 
problema plástico es dnica y se puede acotar superior e 
inf eriormente. 
Previamente, vamos· a establecer la expresión del 
teorema de BILL en funci6n de las fuerzas y las velocida 
des de d.eformaci6n. -
Convendranos en que ~ s6lido se encuentra scme-
tido a un estado de carga proporcional, es·decir, si en 
un instante las fuerzas. son Ft; , posteriormenté valen.,\ Ft 
siendo )\un ndmero positivo. Valores especiales de hson 
aquel para el que aparece la fluencia en, por io menos un 
punto,. )..1 y el que prov¡ca el· colapso del cuerp.· o como 
estructura resistente ~.Es claro que )\•~Al· 
, Sean (F~ O'"~) el sistema en equilibrio, y (3/¡,Jl> 
el conjunto c01npatible de deformaciones. El teorema de 
(I) 
Plasticidad 
los trabajos virtuales permite escribir 
~ F:" cf u.~== 1 cr. • tfe.* du 
, 1 &. .. ,. 
Si ahora se escoge otro s)'t~a F~ que no produzca el 
estado 11mi te A F¡ • ¡:, ;A>/ ai aplicar el teorema 
con fuerzas falsas y·deformaciones reales 
~ Fi_ óu¡_~=-J rr! &c.* rh 
. ,. & ' 
Si el cuerpo es r!gido plástico 
f 01 Jé¡ f: < ( v¡,_~ J é;~ t:lq. 
pues 
J,, Ji f ' 
1 
a) v* es el trozo de cúerpo plastificado (en 
el resto no hay desplazamiento) 
Jt' ,.. 
b) En todo v , v i cumple la condici6n de 
fluencia y ~i no 
En consecuencia 
¿ ~~ d~ >.2Fi aut 
Pero en funci6n de las velocidades Ju/~.:: tJ;.·:k ót 
por ello 
que es la forma que dese~amos para el principio del 
trabajo plástico máximo. 
Ahora ya se pueden demostrar los teoremas de 
GREENBERG, PRAGER y DRUCKER. 
y 
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El teorema c1nem4tico as~a tae 3ara todo sistema de 
fuerzas que produzca la ~ic ne fluencia y un sis-
tema de velocidades compatible se prOduce necesariamen-
te deformaciOn. 
Ambos teoremas se suelen demostrar por reducción 
al absurdo. 
Para ver el primero admitamos que hay desplaza-
miento con el sistema Pi. _Si hay movimientos se puede 
encontrar un /':! 1 tal que con f Fi tambi'n los habrla. 
El teorEma de BILL permitirá escribir _ 
¿_ Í F¡ • V¿ > 2 F,: Y,_· Í > 1 en contra de lo supuesto 
Respecto al segundo conviene observar que todo 
campo de velocidades implica ~e la potencia suministra 
da por las fuerzas es superior a la potencia disipada,-
es decir f. 
¿ ~ rJ¡;:. J.:~(i) clq 
Si el teorema es falso DO habr4 deformación. Con 
el teorema de los trabajos virtuales 
.:2 F. (}'_. ·i (7'"! i tb 
. ' 
Al no existir deformación' oJi~@ (i} y 
~ ~='-.,i¿ i~ Ce) J4 
r 
en contra de la hipótesis 
Si pensamos -de nuevo en que el estado de carqa-
es proporcional y F1 son los valores inic:tales el primer 
teorema se puede interpretar como Ásl F¿s x-r=.: y el 
segundo como ,\~ ¡=¡ ~ ){' F¡, , es decir, el factor de 
proporcionalidad cr!tico estl acotado . 
1st ~ A*~ .AcA." .. 
y por consiguiente. cuando se cumplan las tres cond_icio-
nes establecidas al principio del párrafo se ha conse-
guido la solución. 
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4 • 6. EL BQUILIBRIO ELASTOPLAS'rla>. ECUACIONES DE PRARD'l'L-REUSS 
Una vez que se inicia la fluencia coexistente m 
el cuerpo las deformaciones el~sticas y plásticas hasta 
que se plastifican z~s suficientes para que las defor-
maciones crezcan sin· :necesidad de aumentar las- ca;rqas. 
En ese momento el s6lido ha perdido su caracter resisten 
te frente a las fuerzas exteriores y se dice que se ha -
transfor.mado en un mecanismo. 
Vamos a_establecer las relaciones de equilibrio 
en ambos estados, suponiebdQ que la deformaci6n pl4stica 
sigue la ley de VON MISES, es decir, que en la deforma-
ci6n plbtica no hay cambios de volumen. 
seqdn ello la var1•ci6n de la componente esféri-
ca E• del tensor deformaci6n es e14stica, es decir 
Respecto a la componente desv:Ladora (ver apartado 4) 
\ óe~·., q-~ ¡). .,. 1 +J) d q:~ ~(d.! .. o) . V \} E ~ - 2-~B¡:·= 'Se.¡~- (Gt,j)&,¡ t 1 , 6e.-~ :a 4tv ~ <t..C!f ~ (d.Iz. <o) ; t tl. 
que son las ecuaciones de PRANDTL-REUSS. 
-como <Tij es constante en l_a defoDDaci6p, y las 
zonas elásticas contienen la fluencia, las deformaciones 
plásticas son pequeiias, por lo que al integrar se obtie-
ne 1 e;= {Á .¡. '.;P} v;¡~ {Ia ~a?-) 
A>D (/ ¡~J) d r.· r t J e~. • T ~- .¿2 <~ 
que son las relaciones de BENKY. 
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EL PROBLEMA DE LA PLASTIFICACION DEL ANILLO DELGADO 
{
c)<rr + 1 or- r 
()~r& + _1 or- r 
Por simetria 
d Zr& + (rr - CJ'"& = 0 ~ r 
~+2 ~r& =O 
a~ r 
[~re=O <re =ct' 
l: +~Ar r& ----or-
Plaaücidad 
Una vez que se ha alc~zado la fluencia, las 
deformaciones plásticas crecen, y frente a ellas se 
pueden despreciar las elúticas. Se siguen, sin embar 
qo, cumpliendo las condiciones de -
equilibrio 
ccmpatibil.t.dad 
fluencia 
Como ej~lo se puede ver el caso del anillo (r 
sometido a presr:ñ interior. Los radios interior y ex-
terior son r1 y r 2 respectivamente. Las tensiones tan-
genciales son nulas por simetr1a. Pr9yectando seqdn el 
radio y la tanqente se obtiene 
~.-,.. O"r -cr. o 1 a Vil CJr + ,.. .. . "' 7 en; :o 
Es decir 
y 
\Ji,. permanece constante como era de esperar 
o bien 
ao-r <f"y -cr• 
-+ . &0 
t)r r . 
La condici6n de VON MISES es 
~.,.-a.+ cr;, l.- O"r cr. ~ \te'l 
lo que facilita el cambio 
tQ"r +O'o_ ::. 2.. ere M~M 'P a-oc 'P Y O'r • \J"o ~ "Vi"" 4D ( ~= 0 1"'- 'f= _ 2- ) 
lo¡..: 2 :t ..,.. ( \j) -1 J) · contorno e:rter ior V.. 2~ ,.,. (, .. !) es d ir, sustituyendo en la ecuaci6n de equilibrio, 
(ún 'f ... ...L "'*'f) ~ -1 . .t, Ú) 'f.; o ti ttr ~IS 69 
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. lf Integrando con la condici6n <J r2 = o para 
~ = - - se obtiene . · 
' .2. .r:. ·,_ GC!. +'P J 
rz.= fa ,s e " 
2.t.D'f> 
2 . iiCf-t-'1') (-Yi }z· 1 
-¡;:;- e.o 't' e . = l 
t:. .r ... 
permite obtener el valor ~que-,------------------~ 
provoca la plastificaci6n y e~ ¡ •. 2<Te {¡ 1f ) 
me;> <T'r 1 = p = presi6n inte- ¡ f"-:;: 11M l (f't-
r1or. ¡ t3 . . .b 
4 • 7. EL PROBLEMA DE LA ACRITUD. ENDURECIMIENTOS ISOTROPICO 
Y CINEMATICO. 
Basta ahora no hemos considerado la posibilidad 
del endurecimiento por plastificaci6n. En el caso gene-
ral el comportamiento del material se obtiene dando 
1) Una condici6n de fluencia inicial, dando el 
límite elástico. 
2) Una regla de fluencia que relacione los ·in-
crementos de la deformaci6n pl~stica a las 
tensiones y a los incrementos de·tensi6n. 
3) Una ley de endurecimiento que establezca 
las condiciones de sucesivas fluencias des 
de cualquier estado plástico. 
Fsta ley será del tipo .f {O'ti· / 0/(j):: O, donde 
_\rij mide el grado de endurecimiento. Como · 
d fs ~ ol<r¿· -i -~ ot04·• 
e> o-~· V oo1-. 1 ~ v 
{=o 
f<O 
{>o 
d{<O 
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representa un estado plástico 
representa un estado elástico 
representa estados imposibles 
representa descarga desde un estado plástico 
a otro elástico. 
Si la descarga es elástica 
c16n de descarga es 
o/ ttt'..=O y la condi-
. ~ 
Para un material rígido plástico la f es fun-
cí6n de las cri. exclusivamente, por lo que cualquier 
cambio en las ténsiones durante la fluencia cumple 
!!L. o/o-•. ~o 
e)(]'_.. ~/ ti , . 
Es decir, · seg'Cin sabemos, el vector incremento de tensi6n 
es tangencial a la superficie de carga. CUando 
of dCJi··>o tM:.. 'J 
debe existir necesaf'íamente deformací6n por paso de un 
estado plástico a otro. Es lo que PRAGER llama "consis-
tent loading" • 
Se han propuesto varios tipos de leyes para r~ 
·flejar el endurecimiento. La más atractiva 'es la debida 
a PRAGER que intenta representar el efecto BAUSCHINGER. 
Si se representa la elipse de MISES en el· plano (o; Ui¡ ) 
se admite que el paso de un punto 1 a otro 2 se rea 
liza mediante una traslación de la elipse como cuerpo 
rígido. Si 00 1 = eX._ i J. la condici6n sería f (i"' 0/ ) "" :;·- i _:V 
Si V¿j = U'"fj - Olfj la condici6n de MISES se escribe 
f{u-,. ;01¡1• ): ~z,.~ 2t~l- ~~-o;,~ -~tt# _6i~r3~i +-1 u -¿ ·~ 1 
.¡. 3 l'xa. - oe :::.0 
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e¡ f(f§ -oc~)=O 
o-da., 
ENDURECIMIENTO CINEMATICO 
cfcl\f' • ENDUAECIMIEN'IO CINE· 
MATICO DE PMGER 
dcrf • MmiFICfCOIIE ZIEGLER 
' 
a¡ 
C0NPAMa0N ~LA REGLA DE PRAGER 
CON LA MODIFICACION DE ZIEGLER 
REGLA DE ENDURECIMIEN10 CON 
LA NODIFICAOON DE ZIEGLER 
ENDURECIMIENTO ISOTROPICO 
. Plasticidad 
La teoría del endurecimiento cinem4tico postula 
que los incrementos de traslaci6n de la superficie de 
fluencia ocurren en la direcci6n de las normales a la 
superficie 
Puesto que 6sto supone alqunas inconsistencias 
ZíEGLER1 propone dtV¡1 z ·~·-a~-) ; • .>() lo . que 
significa que en lugar de t'5mar "la normar, :el incremen 
to de traslación se dirige desde el centr9 de la super-
ficie de carga. 
La condición dr fluencia es 
( dtfi¡ - dcfr, J ~~ .. o lo que 
J!f. d. rr- . 
rJ Q~j "J 
':J' = (fT. •• -U··) ~ 
determina 
'1 ~ itr&j 
La teor!a del endurecimiento isotr6pico admite 
que la elipse se expande· uniformemente desde ei origen. 
manteniendo la misma forma, centro y orientaci6n. Es 
decir, no se tiene en cuenta el efecto BAUSCHINGER, pe 
ro por su sencillez puede servir para fen6menos en los 
que no se produzca la inversi6n de signos en las tensi~ 
nes. 
1) "A modification of Prager hardening rule" 
Quart. F.ppl. Math. Vol.17 N° 1, 1959. 
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APENDICE 1 
CIRCULO DE MOHR 
Se pretenae conseguir una construcci6n gr4fica 
que re1acione los distintos valorea del vector tensi6n 
segdn la orientaci6n escoqida. 
figura 
En el c:aso plano, y sec¡Gn se desprende de fa 
IA~· o; CA~·) .rMcet .... Oif(A~)~ 
lA~.s <7;(AJ'-.at) QIS~- <JjrtA~J J-.ot 
\ 
v;,. Oi'-aat+GA~·crz ~Jot+oz Mrii+! (eJi,JGC- ~·\t)+ 
, +i'(9i~.c-cr.~)=' ~ ~ .. fT~-:4 us ~«· 
rae. oz..r~fi t:#JOl- <T.c.S•« 61tt«· ~~ur. s• 2oc 
Si dibujamos las expresiones en unos ejes (o; 'l:) se 
observa que todos los punto$ (Ui, ; ~) caen en un círcu 
lo de centro{~~)/.2. y radio (frz-fl}c) /~ • Es el lla= 
mado de MOHR. Los valores pOsiti-vos de (T siguen la nor 
:mal exterior al elemento en estudio y los de ?: giran -
J seg6n las agujas del reloj respecto al mismo. 
Damos varios ejemplos de definici6n del círculo 
en los casos de actuaci6n de 
a) tracci6n 
b) tensi6n tangencial 
e) tensi6~ y compreai6n 
d) caso general 
Una vez dibujado, el círculo de MOBR permite 
determinar las tensiOnes en cualquier.punto buscando el 
bqulo doble en e_l centro. Se puede demostrar, sin em..-
:bargo, la existencia de un punto s:l.ngular o ~ c;:ue 
reune la propiedad de que toda recta trazada por él, cor 
ta al clrculo en el punto representativo de la tensi6n -
•obre el plano paralelo a dicha direcci6n. 
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a 
Circulo de .Jiobr 
En el caso d) anterior el polo ae obtiene tra-
zando por ·@ una recta horizontal o por @ una recta 
vertical. Si ahora~ desea saber las tensiones sobre 
el plano i-nclil3!,.do (jJ trazaremos una paFale. la por P 
y obtendremos ~ en el círculo. cr negativa significa 
compresi6n y e. neqativa giro contrario_cal reloj lo que 
nos per.mi~e dibujar inmedia~ente la solicitaci6n pedi 
~- -
ObsArvese que 1-a tensi6n tangencial m4xima co-
rresponde siem~e al centro del círculo y su valor es 
la semisuma de las tensiones principales. , 
Si se desean hallar los planos principales bas-
ta unir p con <7i y O.ir para tenerlos definidos. 
Ello permite construir iDmediatamente la ellpse de te~ 
siones. · 
El tensor deformaci6n adipite un diagrama (.e:; L ) 
couipletamente anlioqo. · 2 
Tambi~ se ·puede utilizar un diagrama (~.¡. ~ .I¡j) 
para representar el tensor ae inercia, lo que permite 
muy fAcil.lnente obtener los ejes principales de una sec 
· c~n. Ii ser;!an. los momentos de. ~ercia e. Iij los pro= 
duetos de inercia. · · 
E.n e1 caso de 3· dimensiones también se puede 
conseguir una representaci6n plana~ Segdn sabemos la 
expresi6n de O' y r en funci6n de las tensiones prin-
cipales es ( (1"~>.<3f.>Ó".Dt} · . · 
\
Q".o: lz~Gi ,.t..,. . n'&. -
z: :z :zrq:~r..q2,a_,.o;¡ n& J -(1§.1~ 'i-mz+~ ~ J 
f'+~A~ _¡_ - . 
a) Eliminando 1 y n se obtiene 
~ .. ('J'- r:r%~~ r. (a-%.-?La;, sl~ m2(<Ji.-Oi) (0][-o-.Dt) 
que en el plano ( o-, 7: ) es un circulo de centro 
c:(~J'E' O) y radio R • r-or.;~~9~/lt{!f-~}~-CZ) 
e es fijo pero R varía con m, siendo máximo (recuérdese 
Oi >~ ;:.oqz- ) para m = O. Los puntos representativos 
son interiores al circulo e f_ a;~. ').-o o;- 'ir (-JO¡,r\.~ >;:;-
:¿ ..e;. . 
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Circulo ·de Mohr 
b) Si se el1m1.nan 1 y m se obtiene . 
r:&-l{rr- fli:¿-)!(§2-G pn•~tfr){l{,-~J 
Las parejas ( CTJ l: ) caen en un c!rculo de centro e 
f'J¿, o} y radio R =A~Gf-n~-,..Jtllr~J' 
Si n = o, como Oit,-C7i es n~at·ivo siempre, se obtie-
ne un c!rculo mínimo. Los puntos representativos son 
exteriores al c1Jiculo c. ·r•;r; ·; ~ 2) 0: -o; -
. . ~o ""' ~ .. :.z z 
. . z: 
e) Si se eliminan m y n 
-,:z~ (rr- ~;cric f. (•z•fri!&-"iJ (f!;-u¡J 
Las parejas representativas caen en un c!rculo 
e ( v;;v;,, /_o) ; ~JI ll(_iftf,-t7íJ .. =!~-r, }(q;-u¡)' 
11 ' u:~- ~ J /'} Cl:-tZ 
siendo todos exteriores al c!rculo e(~, 0/i/IW~ . .,:t. 
;!. . 
En definitiva se· debe cumplir simult4neamente· 
l ¡:Zf> (u-- '?i ~a¡, -JZ.. (9i;I•)~ _,•(i;-tlj, ){fl;-fiM) ~o e2., (rr _ Vr~ )._ {flit¡, f1; f- -~ (C16· "4,) ftir-o;} ;,e ~-~ (<r- <\-Kil (!"·¡~1;. -l'(q¡,-OZ) (IT¡-u¡,)~ 
Dibujando los c!rculos se observa que cualquier 
punto debe caer en la zona punteada. Si ae establece 
· una red acotada de c!rculos ri, m, 1, se pueclen encon-
trar rápidamente los vaJ.~res ~ y o- .-
Tambi4n se puede ver que los primeros miembros 
de las ecuaciones anteriores representan las potencias 
d~l punto A respecto a las tres circu~rencias. 
j 1 - coa al Si mn ==· cos ~ 
cos ( 
Circulo de Mohr 
Llevando ~ Y como se indica y trazaaio los c!rculos 
de radios o¡-pl y ~2 se ~btiene el punt. o representa-
tivo. Obs~eae que e mix· =\CJ'i ~ )/2. y que en el caso 
de solicitaci6n hidrost,tica el circulo se re4uce a un 
punto. · 
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Circulo de Mohr 
TETRAEDRO ELEMENTAL· 
REPRESENTACION DE LAS aMQENTE5 
ESFERitA Y IESVIADORA 
APENDICE 2 
TENSORES DESVIADOR Y ESFERJCO 
Supongamos la cara de un octaedro elemental orien 
tado respecto a lai tensiones principaies 
1 = m = 1 n = rr 
Las componentes de la tens16n son 
Proyectando sobre la normal tendremos 
o;.ct : k ( Oi e .. v-~ Mt + ~. "l • 0',+ !ESa .. .I4 ~ . . ~ T 
Siendo I • O%•<rz~OE el primer invariante del 
tensor tensi6n. 
Como la tens16n total es 
t.~of•j+f11 
la tens16n tangencial octa~drica tiene por expresi6n 
t- 1 a-l~<r2 · . . 
Como el sequndo invariante es .I¡,acr~a¡.+~Qj¡+CJL'fa: 
t'l 1 l 0:1. a~.cr~+"á+ lit 
1. )& 2 1:1 • (~+<r.a-t<Ta a. a t! + 2. :Ia 
1:2 _5:a. ! .1. .r2 l • ( I 1 ) 2. I ,..2 -· • .t _,...~. .. . • I a.3-'i. j" ::33 ~'&:;V a T- ¿ 
y por tanto 
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Tensores desviador y esférico 
Es decir, las tensiones octa,dricas son en fun-
ci6n;de los invariantes. 
CUalquier tensor puede ser puesto como suma de 
una componente esf.Srica o is6tropa O:-~ y otra distor-
siona! o desviadora a-.~ . \.1 
"1 
La componente esf~rica es (ji~: <J;d · Ó.;f • ~el(~;!) 1 · oo4f 
que representa una presi6n hidr6s 
~~. : (v'.- v;_ -'-) o ta tic a. (cr -v;q} o · o J La c~mponente desviadora es ~~- • u 
" o o tG-.-~ 
El lector puede comprobar 
fácilmente que 
Para cornp~~nder más gráficamente el significado 
del tensor is6tropa y del desviador, inmaginemos de nue• 
vo el sistema de ejes ( <r~ ¡<rz;G"a) • La recta O:•fr_•O: ::. C!!f 
es la normal octa,drica. :r-11 .. 3 
El plano normal a ella por el origen G'z+OZ+O".a=O 
es tal que todos sus puntos representan estados de tensi6n 
con el tensor is6tropo nulo y por tanto estados de distor-
si6n pura. Los planos paralelos O'z ... ~+<f.ara e 
son los de estados con el tensor is6tropo constante 
- . ~f.= C/.3 
P~r otra lado las rectas paralelas a o-.. .: cr. a O".., 
son del t1po .• A ~ Cii ... e,~ o-r- c2.: c:z-c3 
As! pues 
~i=c, .. lr::: 1 
O'](=-c2 _.. " 
O".m.:: e,_. ~ y 
v-' -~4 • ~ e, - C2+(J 3 
" 2 ~ - <r.c.~ ~ J c2 - c3 -e, 
--:3 
V.ll- fl'oeJ = -i CJ e,- c2. s-
Tensores desviador y esférico 
Por lo tanto, el desviador, para todos los esta-
dos de cada recta ~-.l~ ~~~~:n;; ·. 0 0 ) 
O'~_ J.. o · '4-~- C1 o 
.. - 3 l . O 0·- 2tj·C,·Ct 
Sentado 'sto cabe pensar en la siguiente construc 
ci6n. Por el origen trazamos la recta y el plano octa,drí 
cos y por el punto representativo del estado en estudio -
una recta paralela a aqu,lla. P' es un ¡::stado de distor-
si6n pura, justamente la componente a... . 
!J 
La paralela por P a OP • determiRa el punto p•• que 
representa la componente is6tropa q~ , ya que PP" está 
en un plano paralelo al octa~drico. 1 
con el_ tensor de deformac16n ( €.e ~ ~ · • •. · • ) 
Ú~.:.r.. t~ _i_ 1:..'11/ r: = av to&( ; •••• :Lr... e. ..J. f . *1. eh CJF é,:¡;. z--., ~ 2. ! se define igualmente ura compone~ J.. . .J.v ~ . zl;• ~"y¡ • ~ . 111 
te is6tropa d;;· y otra desviadora E. .. • 
1 '1 
[~ - ¿11d' .L r ... ., ~ ~) ¡e.¡'~:: trx, ,.,2• ~oc~ 
o -t -!:~;~. ir.,~ 
donde, en funci6n de los invariantes 
; tor-1 .. ¿ ff 1 ~,_ -~ 
J2. .:t e z Ex .. e.~ e!• + E~ é.ur 
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APENDICE 3 
ENERGIA ELASTICA 
Por definici6n, se llama energ!a el&stica a 
u#¡~~ ... f~?,.:f ~~ 
Utilizando la ley de HOOKE generalizada 
se obtiene 
é.i .. ~ [<ri -J> l<!¡+a")J 
Si se aplica la expresi6n anterior a la componen-
te esférica del tensor 
que representa la energía almacenada durante el cambio de 
volumen. 
Al estudiar la energía del desviador 
U~ h [ L(f"¡_&· 3'1"~-.zP(tS:<ri~· -3G"~~·f/.í<r&~-))¿'q;~ 
_ 3 o: z ... l;vv: 2 ]= ..L a e,+., l [t.v:~- .L ~o:- cr·] 
"'. oef z. e ~ . a 2 & J 
o lo que es igual 
que es la energ!a almacenada durante la distorsi6n. 
Si el estado de tensiones viene dado por l ~i,· ) 
tendremos l. a. l:. 2 ~ & 
U- o-}.cr; .. O" a ",,.a _...o: q: -t<T. o: ) r:~.. .., a+ '1 a 
- 2. E - ~~"· ,T -, '1 • + 2 'i 
A P E·N D 1 CE 4 
VISCOSIDAD 
CUando un s6l!do se encuentra sometido a tensio- · 
nes tangenciales la resistencia depende del m6dulo ~ de 
rigide~. En los flu!do$ la propiedad correspondiente esla 
viscosidad dinámica. · 
, 
Imaginemos dos cilindros coaxiale~ de radios veci-
nos entre los que se vierte un líquido viscoso. 
El interior está. suspendido de un hiÍo de torsi6n 
y el inferior puede girar libremente ... Si se mide el momen 
to.de torsi6n en relación con la velocidad angular aplica 
da y se llevan a un grAfico (~~¡~) los resultados, se ~ 
obtiene una recta, es decir, la viscosidad es independien-
te del grado de esfuerzo cortante. 
Si se observa en una sección.del viscos!metro la 
distribuci6n de velocidades, la distorsi6n de un elemento 
será 
pero 
luego 
dl 
d-' !U. ~= ds 
dv.dt (~ves _la variación de velocidad en ~s), 
ol oC: ~ cU: 
. . La viscosidad dinámica y se define como la co:qta_!! 
te de proporcionalidad ~tre el esfuerzo tangencial y la 
velOcidad de variación de O( ., es decir 
sus dimensiones son [~]: l ~ e• r·•.] y la unidad cgs 6 
poise (del francés POIS~VILLE) -es dina.seg/cm2. 
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Viscosidad 
Sean, por ejemplo, cilindros de 25 cm. de altu-
ra y di&metros ~5 y 15' OS cm. CUando el cilindro .exte-
rior gira a 90 rpm, se observa que el DlOIBento de torsi6n 
en el cilindro interior es 0,10 a Rg. 
La velocidad tagencial del cilindro exter-ior es 
V= rw.: ls;Dr a"i:o .. .ro•-, c.ut. ~' · 
Si se aprox~a la va~iaCi6n de velocidades por 
una recta 
dv v 
-= -- = 
70'9 1 
----- = 2.836 seg-
dy A~ 7' S2S_ - 7' S 
Como Mt = 't'. Scilindro• tjt= 0'10 
0'07S ~. 0'1S.0'2S 
Hf:. • 11'11 Kg/m2 
y la viscosidad del líquido ensayado 
Vlscoaidad 
Si se supone un flu!do incompresible 
0::: &.=SZ.+~-~t y por tanto 
o.: 9.: ~-~- ei..,.tb!! o)C a, .t).a es dt!cir V~o (ecuaci6n de conti-nuidad). -
Para deducir las tensiones 
siguiente artificio: Imaqinemos un 
forma del. flu!do en el instante t: 
en t + dt son U,..: Ü Jt 
v•:v~ 
wJJ..: MI • 
las tensiones tangenciales son 
* .. e~ e 'i y~ 
r~~ = tt· ~J 
rz ~e¡ r.·K 
que al desarrollar 
normales se emplea el 
s6lido con la misma 
si los corrimientos 
resultan ser análogas a las existentes en el flu!do. 
(I ) Si.· sumamos al flu!do el s6lido cambiado· de signo desapa-
recen las tensiones tangenciales y resulta un estado 
hidrostKtico. 
(II) Por ello él estado-de tensiOnes del fluído se obtiene 
añadiendo al estado del s6lido una presl6n hidrost!tica. 
Segfin las f6rmulas de LAME, el estado del s61ido 
es e 1 * r- e.~ •. v-".a "e ... 2.. J( ~ • , • e~ . ,_ 
Pero si é .. o • como 8. di rtt +,y.,. t/: ro 
o-*= zc &t"*~.2'i ~'"': 2' ~ 
X ., ~ · ~X (. 0,. 
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Viscosidad 
De acuerdo con (1) y (II) resulta, pues, que en 
el flutdo las tensiones normales son 
~=-r .. 2.2 ~ 
i::-0'~::-r t-l' ~ ~­
- 0'~.: _, +2.! ~ 
Ahora ya po'aemos expresar el equilibrio de la 
parttcula. La primera condici6n es, según sabemos 
d<r,. ... a~ + ~z-1& a. + x..: o 
~ CJ"\1 ó~ 
Siendo X las componentes de las fuerzas de volu-
men y ·aceleraciOn. Al sustituir valores queda 
d z • CJ (~ü av dw ) v 
- J; "* 2 V , U + ~ che ~"' .,.. éJ1 + di" + A-= o 
que, al ser incompresible qued~ 
X-~+~ V 2 ú.::o 
y en forma vectorial 
que es la 
ecuaciOn de NAVIER-STOKES. 
Viscosidad 
Si no existen fuerzas de masa ni a.celeraci6n, 
las ecuaciones de NAVIER-STOkES son 
sumando 
-t! o~? rU.=o ft+CTfO"* 1·.2- -
- tl1! .,. • ,-2,; = o d'1 ·e • 
- tll:. .¡.? y2w.=o 
~~ Si llamamos ": ~+ cr, -1 CJ:e 
3 dlc. :a _., v"'(dtl) 
d.-2 ' J;: ~.:t _.., va'c~v} "'1~ ' -;r.:¡ ~ .. -111 v"(dw) 
¿, .. 2.- ' di'" 
n es pues funci6n arm6nica. 
Se debe cumplir 
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Viscosidad 
Si .,..,.V:O, obtenemos \i a 3;;¡-"- y como d.:" V..ao 
por co~tinuidad, div grad u = o siendo U una fun-
. ci6n potencial • . 
Entonces 
y entonces 
APENDICE 5 
TRANSFORMADA. DE CARSON-UPLACE 
ma su 
Dada una f~ci6n f (x) definidLpara 
transformada F(P) de CARSON-LAPLACE a 
J:"(pl. r r é'~ {(><) dJC 
escribi,ndose o 
x~o, se lla·a 
t (x). L1[ ·1= ('p l] 
Las siguientes propiedades se deducen ~nmediata­
mente a partir de la definici6n 
- L[k', .¡,+ka f~]· k, L[f,]-lo 1<2 L[fz]; fCoJc e •.-'" F(p) 
- L [ ¡'cxJ]•,. 1.[{6tTJ- ,-¡roJ p-.oo 
tt 11-1 ' n-1) 
- l {f"J{M.J]• p.., L{f(~J}- r {foJ- l /(~)-...... - p f (t>) 
~ ~~~ (is L[fC><l)]: ~"'L(JC"'fC..~ 
Algunas transformadas usuales se incluyen en la 
tabla adjunta. 
La f~ci6n origen df! una determinada transformada 
se obtiene descomponi6ndola en sumandos cuyas funciones ori 
gen se encuentran en la tabla. 
1) Las funciones de HEAVISIDE y DIRAC. F6rmula de desplaza-
miento. 
así 
SegGn es sabido la funci6n de HEAVISIDE, se define 
h (x-a) == O 
h (x-a) == 1 
si 
si. 
x < a 
x ~a 
Si se quiere trasladar una f(x) paralelamente al 
eje Ox, es evidente que su expresi6n ser4 
y>(><)= l (>e -a}./ { {x- a.) 
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Transformada de Carson- Laplace . 
Su transformada es r~-a. u) 
1,. -f(U+a} L/'fbt!J. t e . fCu~dll. .. fl -pR L[{()t:Jj D -
Es decir para hallar la transformada de la curva 
trasladada se·multiplica por e-pa la transformada de la 
curva original f(x). 
Es la llamada f6rmula de desplazamiento 
l[ióc-4).f(x.CII.)] = i,.~ l [ fCK >] 
La funci6n ·~ de DIRAC es 
~ C"-a.): 4,É a< lt< Q.fc!: (E:...,.o) 
\ 
&6c-Q.)•p 
S c-. -a) =O )( > a.+6' {At-6 
con la condición f&. )S(x-)dx.a.4. 
"- . E""'' o 
Se puede comprobar que _pea 
L(tSCJc-a.~ • e. · f 
El teorema de convoluci6n o· teorema de BOREL. 
, \ f(p.· ):. L[f(x)] 
Sean 1 q (p)a L[16'1] -·rF(p). ,c,>J Se desea obtener L r . 
Teniendo en cuenta la definición de L, es eviden-
te que 1.--PJ 
.L F(p) -(p).r e . F'(f) ·3(J) ~ 
P. 
pues F(p) es independien~e de la variable y de integración. 
3) 
Transformad.a de Carson-Laplace 
Si se aplica la fdrmula de desplazamiento 
.. é"~ F{pJa f ji~· /.(x-1-).{fx-;) ol1C 
y, por tanto, 0 (.,.1 .. _ p• ·. b.. c:l t t=C·pH,Cf'>. r J. tt • a. cal· fC•-a ). TLtít-~ l d.t x 
Si M e ::r 1 t (a~-"() :ro } . ·por lo que ,. 
si " ?; 3 • t {IC -J 1= • J. F{tl~r>·rfJ e: ~8{~)· f~> tixJ:~. 
f , .• ' . 
El dominio de integracidn es el primer octante, 
y la operacicSn se realiza mediante fajas horizontales. 
Si se invierte el orden y se utilizan fajas ver-
fa~;;) ti(f>)• f [i"di a"r.rJ. {tx-~Jol.:l- . 
tendremo~F{¡>)(j{J:>)• L[ ¡a(:¡). f{x-:¡} ?] 
o lo que es igual 
... 
sl~l· fC•- ~) ct:J 
'• 
teorema de 
convolucicSn. 
diferencial~s 
Gracias a las transformaciones de las derivadas, 
las ecuaciones se transforman en otras algébricas que se 
pueden resolver fácilmente. 
Si sobre la solucicSn ·.se deshace el cambio se ob-
tiene la solucicSn general. 
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Transformada de Carson-Laplace 
Ejemplo 1 
sea ~"+ '1'& 4kx ¡ L (,")+~'): &.4-11«).. ;. 
L. y"+ t. .,.6 l l:JJ[~~rl- 7toJ (f'+f)- y'(DJ 1' 
Y( p+•)- {f+•)- fCo) ~ f'(o ),. .,'.... 1 
Y. k lea 1 ..., ka l J_ + L ..L a + - .. . . :. ~,+-- ~ --'+1 Z Wu...¡ 
• -p-t• (Pf•l(P,+•> ~·· .. r ,..,.. 
deshaciendo el cambio 
_j :a 1<,+ ~ e-"_ f Satc" .... t le- e.:r x l 
·k1 y k 2 se fijarln segi1n las condiciones iniciales. 
4) Ecuaciones lineales con coeficientes variables 
En ocasiones la tran sformada de CARSON se utili-
za con ~xito en problemas del tipo 
foC•) :J "')+ {,6t J :J,_,J +···· +(,!,•J J'+ h,flf) • 'f{~ J 
sobre todo si fk son alg,bricu racional.es enteras. La 
base·. es la transformac16n . . [ ] [ . ] 
. . 9p :f l f • - r.L w .f . 
Si 
. ,a fCv) ...----~--..;...__1 '( .. L[fóc8 1 L [x.'1]=- t ~[~Y] 
Ejemplo 2 
Sea la ecuaci6n de BESSEL ~X~~+ 'f' + JC't:O 
1 X=O ; '1'(o).:o 
L ( x. 'f'] "' L ( '1'] -' L [ ... '1] =o 
Transformada de Carson-Laplact 
Si la condici6n de conto~o es 
, como f(o) • iim F(p) , .... 
.-etll(. 'r: J. -. k: 1 . 
t-e.Oe 
"\( o):tflo) • i 
La trrns~ormada inversa se consigue desarrollando en 
potencias de _ • . 
p 
v,c.,+ Fr*& -~-~ 
y por tanto 
a ·--" 
' ~ ~.:.,_p.,. 1 & 
~ 2.'1 
que es la funci6n de BESSEL de primera especie y orden ce·ro. · 
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Transformada de Carson-Laplace 
L [t (x)] 
e 
p 
re n+1J-- n• 
--,-n- pñ 
_P_ 
p-a 
1 ¡;-=a 
1 
pep-e) 
p 
Cp-a t2 
___e_ 
p-a.l q 
p.b pr;¡;r 
p2 
pr.;bi 
e2•2b2 
p2+4b2 
b2 
pr.b2 
pb 
p2-b2 
p2~b2 
b2 
pr.:br 
!_2-2b2 
p2- 4b2 
pb 
Cp-ca)Z+b2 
ec~-a) 
ep-aJ +bZ 
e2 
ep2+a2)2 
p(~2-a2) 
e p +a2t2 
_e_ 
p4+a'-
r-; 
fC x) 
e 
1" C x) ., Función de Dlrac 
•" •• ( n>O) 
.a• -1 
-,---
·-~· 
qGX , ( q >1) 
Hn b • 
eos bx 
eos2 bx 
1- eos bx 
Sh bx 
Ch bx-1 
e0 • .sen bx 
•" . eos bx 
• 
--·sen ax 2a 
x • c;os ax 
Transformada de Carson-Laplace 
p2 
-¡;t;Ql 
p3~ 
-¡;r;;r 
1 
fi 
p 
vpr.;r 
_ _g_ 
• p 
...!!!..(1 -e-t)- m11. e-i" 
P 
~ -T-ICoth-7--1) 
1+e4P 
b.ThT 
+(1+CothT) 
tCx) 
1 a a Qr .sen -w•. Sh ~ x 
~[cos --tTx.Sh "if•••ertjrx-Ch *•] 
a ...... a 
cos "'?f. . Wl \ff. 
1 
~ 
2\fX 
Vi\ 
Jo Cax l Funcjónr de Bessel de ta tCI especie 
y orden cero 1 E .lt. S y F. X J 
Jo(2~) 
a 2a la 
Diente de sierra de pendiente m 
1 ~--------¡-¡ 
t ~ b 
1~ 
1 
1 
o Q 
1 r---, 
1 
l 
o la 
1 
1 
,........, 
1 1 l 1 
:--'"" 
1 1 
1 l 
:Za !leí 1 1 
1 1 
,..... 
1 
l 
4a 
,.... 
1 
1 
' :4a 
1 
1 
-1 ~ .........., ~
1i ,........ 
,.....w : 
·~:: 
1 1 : 
o a 2a 3a 
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APENDICE 6 
TEOREMA DE LOS TRABAJOS VIRTUALES 
Supongamos un s6lido en equilibrio. Se cumplen 
las ecuaciones 
$::()(,Y,~) da;_+ & + a ; .. t~. -~> x .=o ~ e.Tc. {3) 
eJ~< d., ...,. 
y las de contorno 
1: (;i:;f;i) ct,,,e .. ~.., .... t:.-an= X ;,·- 4t'IC. (S) 
Imaginemos ahora un·sistema de movimientos u 
(u, v, w) de los puntos del s6lido compatible con los 
enlaces al resto del universo. El trabajo de las fuer-
zas en equilibr~o con los desplazamientos compatibles 
(independientes, por hip6tesis, de aqu,llas) es 
(+_,. J .... T a ) F. u. d& ..,. 1> . t..t db 
Como
5 
"' L F. Ü «, ~ J (X"'* iv'* 2"' )11]" 
• Jr (rr,. f.t#~..,"SV.-l;,e IV) /4 (t-.., ,., ot V 1- t"l*'t 111 )1111 (r;.j#7/•~ IV) n]tiJ• 
=J)/; (r,. u• z;,v .. l:;,,, )'* ~ (l"-?"'~lf•l¡.,"' >*-k( lA e u •lje v ~o $"' Qd~ 
V 
~ 1!-(x,., r,,.c,., ); ft(,"' ~.1J'ioft H-..,(,~~. (/Lt~ lfe}h 
,. Y como i ;b. ; eh¡ 1 (x le 1- )-,.,. ~ IU J eJd-
se obtiene . ,::-
I/itef&.f J!·ü tAq1 f~~..cr .. t, .. ~e¡+~~¡C.,.~Jdtr 
que se suele enunciar diciendo 
El trabajo del estado de solicitaci6n del cuer-
po con unos corrimientos independientes, pero compati-
bles con los enlaces, es igual al trabajo de las tensi(J 
nes con las deformaciones correspondientes a los corri-
mientos. 
Teorema de los trabajos virtuales 
El teorema-de los trabajos virtuales se puede 
aplicar: 
1) Con los estados reales ~e equilibri~ y comp! 
tibilidad. - · . ' 
2) Con un estado de equilibrio falso y la defor e 
maci6n verdadera. 
3) Con el estado de equilibrio real y una defor 
maci6n falsa., 
4) con ambos sistemas falsos. 
Los casos m4s fructiferos son el 2) y el 3) que 
permiten transformar problemas de compatibilidad en pro-
blemas de equilibrio o viceversa. 
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